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Connections du type Lemme du col pour des systèmes Allen-Cahn
elliptiques
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On se donne une fonction positive et régulière V : Rk 7→ R (k ≥ 2), que l’on appelle potentiel. On
suppose que ce potentiel possède un nombre fini de zéros plus grand que 2. On dit qu’une courbe
q : R→ Rk est une connexion si elle résout le système d’équations différentielles ordinaires

q′′(t) = ∇uV (q(t)), t ∈ R (1)

et converge vers un zéro du potentiel lorsque t→ ±∞. À notre connaissance, la recherche précédente
sur ce problème s’est principalement consacrée aux connections qui sont des minimiseurs globales
de la fonctionnelle d’énergie associée dans un espace de fonctions adéquat, voir par exemple [2].
Dans [3], on a obtenu par des méthodes variationnelles plusieurs résultats d’existence de connections
non minimisantes sous des différents ensembles d’hypothèses sur le potentiel. Dans la preuve de ces
résultats, on s’est notamment servi de plusieurs versions raffinées du Lemme du Col classique. La
difficulté principal du problème réside dans la perte de la compacité due au fait que le domaine des
connections est R et à la multiplicité des zéros du potentiel.
L’équation (1) est la version 1-dimensionnelle d’un système Allen-Cahn, i. e. le système d’équations
en dérivées partielles elliptique

∆u = ∇uV (u), dans Ω (2)

où Ω est un domaine de RN . Le rôle joué par le système 1-dimensionel dans le système d’EDP est
detaillé dans la bibliographie donnée et les références qu’y sont contenues. Voir notamment l’article
[1].
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