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Equation de Schrödinger-Langevin logarithmique et mécanique des
fluides quantique
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Dans cet exposé on s’intéresse à l’équation de Schrödinger non-linéaire :

i∂tψ + 1
2∆ψ = λψ log(|ψ|2) + 1

2iµψ log
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)
, (1)

avec ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ Rd, t ∈ R, µ > 0 et λ ∈ R∗. Cette équation apparaît dans plusieurs
domaines de la physique moderne, comme par exemple en mécanique quantique [3], en cosmologie [2]
ou en mécanique statistique. En effectuant la transformation de Madelung ρ = |ψ|2 and J = =(ψ∗∇ψ),
l’équation (1) est directement reliée à l’équation de mécanique des fluides quantique compressible :

∂tρ+ J = 0 (2)
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Nous décrirons dans cet exposé le comportement en temps long de solutions suffisamment régulières
de ce système, via le théorème suivant :
Théorème 1. Si λ < 0 (cas focalisant), sous certaines hypothèses de régularité, et en supposant que
ρ0 6= 0, on a convergence de la densité ρ vers une fonction gaussienne

ρ(t, .) ⇀
t→+∞

cλe
λ|x−x∞|2 faiblement dans L1(Rd),

avec cλ > 0 et x∞ ∈ R uniquement déterminés par les conditions initales (ρ0, J0).
Si λ > 0 (cas défocalisant) et sous d’autres hypothèses de régularité, on note ρ̃ la fonction renormalisée
définie par

ρ(t, x) = 1
τ(t)d/2 ρ̃

(
t,

x

τ(t)

)
,

où τ désigne l’unique solution C∞([0,∞)) de l’équation différentielle non-linéaire

τ̈ = 2λ
τ
− µτ̇ , τ(0) = 1, τ̇(0) = 0. (4)

Alors, en notant c0 := ‖ρ0‖L1(Rd)π
−d/2, on a

ρ̃(t, .) ⇀
t→+∞

c0e
−|x|2 faiblement dans L1(Rd).

La preuve de ce théorème est l’objet de l’article [1], et sa démonstration repose sur l’étude de solutions
particulières gaussiennes dont le comportement asymptotique peut être décrit explicitement via l’étude
de l’équation différentielle non-linéaire (4). Des simulations numériques basées sur une méthode de
splitting adaptée à l’équation (1) viendront également appuyer ces résultats.
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