
Congrès SMAI 2021 31 mai-4 juin 2021

Approximation de contrôles exacts pour une équation des ondes
semi-linéaire
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Soient Ω un domaine borné de Rd, d ∈ {2, 3}, avec frontière C1,1 et ω ⊂⊂ Ω un ouvert non vide.
Soient T > 0, QT := Ω × (0, T ) et qT := ω × (0, T ). Soit enfin g : R → R une fonction C1 telle que
|g(r)| ≤ C(1 + |r|) ln(2 + |r|) pour tout r ∈ R. Pour tous (u0, u1), (z0, z1) ∈ V := H1

0 (Ω) × L2(Ω),
l’existence d’un contrôle f ∈ L2(qT ) pour le système{

∂tty −∆y + g(y) = f1ω dans QT ,
y = 0 sur ∂Ω× (0, T ), (y, ∂ty)(·, 0) = (u0, u1) dans Ω,

(1)

tel que (y, ∂ty)(·, T ) = (z0, z1) est donnée dans [2] en utilisant un argument de point fixe non constructif
et en supposant T et ω suffisamment “grands”. On note � := ∂tt −∆. Soient

H :=
{

(y, f) ∈ L2(QT )× L2(qT ) | �y ∈ L2(QT ), y = 0 sur ∂Ω× (0, T ), (y, ∂ty)(·, 0) ∈ V
}
,

A :=
{

(y, f) ∈ H | (y, ∂ty)(·, 0) = (u0, u1), (y, ∂ty)(·, T ) = (z0, z1)
}
,

A0 :=
{

(y, f) ∈ H | (y, ∂ty)(·, 0) = (0, 0), (y, ∂ty)(·, T ) = (0, 0)
}
.

On discute et on illustre numériquement le résultat suivant énoncé dans [1].
Théorème 1. Soit E : A → R défini par E(y, f) := 1

2‖�y + g(y) − f1ω‖2L2(QT ). On suppose qu’il

existe s ∈ (0, 1] tel que supa,b∈R
a6=b

|g′(a)−g′(b)|
|a−b|s < +∞ et α ≥ 0, β ∈

[
0,
√

s
2C(2s+1)

)
tels que |g′(r)| ≤

α+ β ln1/2(1 + |r|) pour tout r ∈ R. Alors, pour tout (y0, f0) ∈ A, la suite (yk, fk)k∈N définie par
(y0, f0) ∈ A,
(yk+1, fk+1) = (yk, fk)− λk(Y 1

k , F
1
k ), k ∈ N,

λk = argminλ∈[0,1]E
(
(yk, fk)− λ(Y 1

k , F
1
k )
)
,

(2)

où le couple (Y 1
k , F

1
k ) ∈ A0 est constitué de la solution contrôlée et du contrôle (à zéro) de norme

minimale associés au système linéarisé{
�Y 1

k + g′(yk)Y 1
k = F 1

k 1ω + �yk + g(yk)− fk1ω dans QT ,
Y 1
k = 0 sur ∂Ω× (0, T ), (Y 1

k , ∂tY
1
k )(·, 0) = (0, 0) dans Ω,

(3)

converge fortement vers un couple (y, f) ∈ A vérifiant le problème de contrôle associé à (1). De plus,
la convergence est au moins linéaire, puis au moins d’ordre 1 + s après un nombre fini d’itérations.
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