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Q C R™ domaine borné, N' C R" variété Riemannienne.

E(u) = / DuP, we W@ N) = {uec WHQE), ue N pp.}
Q

RN Ge



Applications harmoniques dans une variété 2/10

Q C R™ domaine borné, N/ C R" variété Riemannienne.
E(u) = / |Duf?, ue W2(QN)= {u e WH(Q,R"), ue N p.p.}
Q

Définition
u:Q — N est harmonique minimisante si

E(u) < E(v) Vv e Wh(QN), troq v = traq u.




Applications harmoniques dans une variété 2/10

Q C R™ domaine borné, N/ C R" variété Riemannienne.

E(u) :/|Du|2, u€ Wl’z(Q,N) = {u € W1’2(Q,]R”), ueN p.p.}
Q

Définition
u:Q — N est harmonique minimisante si

E(u) < E(v) Vv e Wh(QN), troq v = traq u.

u est (faiblement) harmonique si u est un point critique de E:

d

_ £ / DM + to)]Pdx Ve € CR(Q,RM,
dt|t=0 Jo

ou encore, si u résoud (faiblement) I'équation Au L T,N



Régularité 3/10

Théoreme (Morrey)

Une application harmonique minimisante u: Q C R? — A est
lisse.

Théoreme (Schoen-Uhlenbeck)

Une application harmonique minimisante v : Q C R™ — N est
dans C*°(Q2\ S) avec S de dimension de Hausdorff < m — 3.

De plus, a € S si et seulement s'il existe (px) — 0 t.q.

u(a+ pix) = W< X ) harmonique minimisante
k—ro0 ‘X‘

avec w : S™1 — A harmonique et non triviale



S'il existe u € W12(Q, N) tel que troq u =7 : 92 — N alors

admet une solution

min {/|Du|2 cue WH(Q,N) tq. traQu:"}/()}
Q

«O> «Fr «=>»

« =)
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S'il existe u € W12(Q, N) tel que troq u =7 : 92 — N alors

admet une solution

min {/|Du|2 cue WH(Q,N) tq. traQU:"}/()}
Q

Probléme en dimension m = 2 : obstructions topologiques
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Obstructions topologiques : maillage cartésien 5/10
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Obstructions topologiques : maillage cartésien 5/10

u: Q>N = 0,% /{0~ m/2} ~St



Soit Q C R? simplement connexe. S'il existe u € W12(Q, N) tel
que tryg u = v alors v est homotope au lacet constant.

«O> «Fr «=>»

« =)
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Soit Q C R? simplement connexe. S'il existe u € W12(Q, N) tel
que tryg u = v alors v est homotope au lacet constant.

“Preuve” : Soit u € Argmin{ [, |Dul?

Dtrgou = ’)/},

«O>» «Fr «=)>r <
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Obstructions topologiques 6/10

Proposition

Soit Q C R? simplement connexe. S'il existe u € W12(Q, \V) tel
que trpq u = -y alors v est homotope au lacet constant.

“Preuve” : Soit u € Argmin{ [, [Du|? : traq u =7},

— u est continu.



Obstructions topologiques 6/10

Proposition

Soit Q C R? simplement connexe. S'il existe u € W12(Q, \V) tel
que trpq u = -y alors v est homotope au lacet constant.

“Preuve” : Soit u € Argmin{ [, [Du|? : traq u =7},

— u est continu.

= 7 = Ujpq Se rétracte en un point par u.




Soit u € W ?(B,\ {0},\) telle que u(p-) =: o

/ |Du|2 >/ |a u|2 > E(Z('VO))
0B, ~ Jos, N
ou

9
r

vr € (0, p),

E(v) = / 1712, (7o) = {géodésiques minimisantes homotopes a o}
St

RN Ge



Energie renormalisée 7/10

Soit u e W 2(Bp \ {0}, V) telle que u(p-) =: o

loc

E(X
/ Duf > / o,up > EEGO) e ).
0B, 0B, r

/ VI, X(7) = {géodésiques minimisantes homotopes a 7o}

E(X(70)) = inf {/ V2 Dy, St =N homotopes}
Sl



Energie renormalisée 7/10

Soit u e W 2(Bp \ {0}, V) telle que u(p-) =: o

loc

E(X
/ Duf > / o,up > EEGO) e ).
0B, 0B, r

/ VI, X(7) = {géodésiques minimisantes homotopes a 7o}

Energie renormalisée

£°0(u, B,) = /Op </B Duf? — E"(r%)> dr




Existence de blow-up 8/10

Théoreme

Supposons que u € W, ?(B, \ {0}, V) (N compacte) minimise

loc

£, B,) = /Op< [ 1o E(Zf’m))> iy

avec une condition au bord trgg, u = : S — N non dégénérée :

E(v) = E(Z(0)) + Cdista(y, X(70))* si distze (v, Z(70)) < 1

Alors il existe une géodésique v : S' — A telle que

bs _ ,
u(r-) — 'y(—) uniformément
r—0 |X|




e (Variables conformes) Si v(t,0) := u(e "t cosf, e *sinf), alors
P

/0 (/aB|Du|2d’H1—M) dr
=/“°°

o
og |

(/ “1DvPan - E(Z(00)) ) dt = /“

f(t)dt

og
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Preuve de convergence 9/10

e (Variables conformes) Si v(t,0) := u(e *cosf, e *sinh), alors

/op(/as |Dul? dH — E(ZEW))> dr
_ A:m (/Ozﬂ\DdeH - E(z(%))) dt = /:m F(t)dt

o (Convergence en énergie) limy_, f(t) =0



Preuve de convergence 9/10

e (Variables conformes) Si v(t,0) := u(e *cosf, e *sinh), alors

/op(/aB |Du|2d7-[1 . E(ZE%))> dr
_ A:m </02ﬁ\Dv]2d0 - E(z(%))) dt = /:m F(t)dt

e (Convergence en énergie) lim;_o F(t) =0
e (Principe de comparaison) Par minimalité, on peut montrer que

£ (u, B,) < C Energie W'/22(9B,)

, 1/2 /., 1/2
< C(Energie W1’2(8Br)) / (Energie L2(8Br)) /



Preuve de convergence 9/10

e (Variables conformes) Si v(t,0) := u(e *cosf, e *sinh), alors

/op(/aB |Du|2d7-[1 . E(ZE%))> dr
_ /u:m </02ﬁ\Dv]2d0 _ E(z(%))) dt = /:m F(t)dt

e (Convergence en énergie) lim;_o F(t) =0
e (Principe de comparaison) Par minimalité, on peut montrer que

E™(u, B,) < C Energie WY/22(9B,)

, 1/2 /., 1/2
< C(Energie W1’2(8Br)) / (Energie L2(8Br)) /

— / F(t)dt < C (7)) distsz (triy e v, Z(70))
7=|log r|

< Cf(7) (par non dégénérescence de |'énergie)



e (Variables conformes) v(t,0) := u(e " cosf, e *sinf)

e (Convergence en énergie) f(t) = f{t}xsllDV|2 df — E(X(v)) 2 0
e (Comparaison) [~ f(t)dt < Cf(7),

RN Ge



Variables conformes) v(t,0) := u(e™!

o ( cosf, e tsinf)
e (Convergence en énergie) f

* (

* (

t) = [ixe|DvI? A0 — E(Z(70)) — 0
Comparaison) [ f(t)dt < Cf(7),
Limite radiale)

2w
/ / |6tV| dtdé

«4O> «Fr «=)r « =)
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Preuve de convergence 10/10

Variables conformes) v(t,6) := u(e *cosf, e tsinf)
Convergence en énergie) f(t) = f{t}xSllDVF df — E(X(10)) =2 0

Comparaison) [ f(t)dt < Cf(7),
Limite radiale)

/%/ yatvdtd9<W/ /|8tv|2d9>l/zdt
gC/ VF(t)dt

S L O] I _ [T
\/“__/7 F(t) ._/t f

SO (<R
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Preuve de convergence 10/10

(Variables conformes) v(t,0) := u(e " cosf, e *sinf)

e (Convergence en énergie) f(t) = f{t}xglleFdQ ~ E(X(70)) /0
(
(

Comparaison) [ f(t)dt < Cf(7),
Limite radiale)

27 1/2
//yatvdtd0<\ﬁ/ /|8tv|2d9>/dt

< C/ VI(t)dt

> |F'(t) | /°°
= F(t) := f
\/7 (t) t
/
< / ‘F dt, (F<CIF))
F(to dy
=C — < +00
0 VY

. Merci !



