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Equation des ondes semi-linéaire

e Soient Q C RY, d € {1,2,3}, et w C Q. Pour T > 0, on fixe Q7 := Q x (0,T),
Tr:=0Qx(0,T) et g :==w x (0,T). On note V := H}(Q) x L3(Q).

e On considére I'équation des ondes semi-linéaire avec contréle interne

&y — Ay +g(y) = ul, dans Qr,
y=0 sur X7, (sL)
(v, 0y)(-,0) = (yo,yl) dans Q.

e y = y(x, t) est |'état du systéme, u = u(x, t) est une fonction de contréle agissant sur w.

Définition (contrélabilité exacte globale)

Le systéme (SL) est dit exactement contrélable en temps T ssi
V(y°, y1), (2%, 2Y) € V, 3u € L%(q7) t.q. (v, 8ey)(-, T) = (2°,2%), y sol. de (SL).

Pour (y°,y1) et (29, z%) fixés, on qualifie de paire contrélée la donnée (y, u) d'un contréle u
et de la solution contrélée y associée.

Objectif général

| N

Trouver une suite (yk, ux)ken telle que (yk, uk) k—> (v, u) une paire contrélée de (SL).
—00
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Un résultat de controlabilité globale

e On suppose g € C}(R;R) tel que |g(r)| < C(1+|r|)In(2+r|), Vr € R.
o Pour (y%,y1) € V et u € L?(qT), le systéme

92y — Ay +g(y) = ul, dans Qr,
y=0 sur X7, (SL)
(y,0:¥)(-,0) = (v°, y1) dans Q,

admet une unique solution faible y avec (y, d:y) € C([0,T]; V).

Théoréme® (contrélabilité globale)

Pour xo € R\ Q, on définit I} := {x € 99; (x — x0) - ¥(x) > 0} et on note Os(I'+) son
d-voisinage. On suppose T > 2max, & [x — xo0| et Os(F+) N Q C w pour un certain § > 0.

Si de plus g vérifie
le(nl  _

oo |F|INY/2 ],

alors le systéme (SL) est exactement contrdlable en temps T.

1. Fu, Yong, Zhang — Exact controllability for multidimensional semilinear hyperbolic equations,
SIAM J. Control Optim. 2007
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Idée de la preuve — point fixe de Leray-Schauder

e On définit I'opérateur K : L°(0,T; LY(R)) — L>°(0,T; L4(Q)) par K(¢) := y solution de
|"équation des ondes linéaire avec potentiel

92y — Dy +E(&)y = uly, — g(0)  dans Qr, g(r)—g(0) .

y:O sur ZT, E(r) = r st rio’
_ (O 1 g'(0) sir=0,

(v,0e5)(,0) = (¥",¥7) dans Q,

associée au contrdle u de norme L2(q7) minimale tel que (y,d:y)(-,T) = (2°, z1) dans Q.
e L'opérateur K admet un point fixe.

e A tout point fixe y de K, on associe la paire contrdlée (y, u) de (SL).

Algorithme de point fixe

Afin de construire une paire contrélée de (SL), on peut considérer les itérés de Picard

yo € L%°(0,T; L9(2)) donné,
Yk+1 = I‘((yk)7 Vk € N.

Cependant, K n’'étant pas nécessairement contractant, une telle stratégie échoue en général.
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Une approche moindres carrés

On considére |'espace de Hilbert
#Hi={(y,u) € L3(Qr) x L2(ar); (1, 0y) € C(I0,T] V), 92y — Ay € L3(Qr)}
et les sous-espaces fermés
A= {(0) € Hi (1, 0)(50) = YO,y (1,0 T) = (2,2 },

Ao = {(v,u) € H: (¥,0:9)(,0) = (0,0), (¥, 0y)(,T) = (0,0)}.

Fonctionnelle moindres carrés

On définit la fonctionnelle E : A — R par
2
L2(QT)

1
E(y,u) = §H8t2y — Ay +e(y) - vl
et on considére le probléme de minimisation (non convexe)

min  E(y, u).
(y,u)eA (v, )

Comme (y, u) € A est une paire contrélée de (SL) ssi c’est un zéro de E, on va chercher a
construire une suite minimisante qui converge vers un zéro de E.
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Une premiére propriété de E

La fonctionnelle E est différentiable et on note E’(y, u) - (Y, U) la dérivée de E au point
(v, u) € Adans la direction (Y, U) € Agp.

Proposition

Cllg’ 2
Wy,u) €A VED8) € = (1418 Wl e e E (y, 0)] gy

Conséquences

A

e Tout point critique (y,u) € A de E (i.e. E'(y,u) = 0) est un zéro de E.
® Si (v, uk)ken C A vérifie ||E’(yk, “k)HA(, o 0 et que [|g"(yk)|l oo (13) est uniformément
— o0

borné pf a k, alors E(yk, ux) — 0.
k— o0

e Ainsi, une suite minimisante ne peut pas tomber dans un minimum local, et ce méme si E
n'est pas convexe.

e On va donc chercher a construire une suite minimisante (yx, ux)ken telle que
llg’ (vk)Il oo (L3) reste uniformément borné par rapport a k.
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Une direction de descente pour E

Pour (y,u) € A, on note (Y, U) € Ag la paire contrélée* (a zéro) de I'équation des ondes
linéarisée

DY —AY +g'(y)Y = Ulw + (02y — Ay + g(y) — uly) dans Qr,

Y=0 sur X7, (LZ)
(Y,0:Y)(-,0) = (0,0) dans Q.

% on choisit la paire associée au contrdle de norme L2(g7) minimale

Proposition

Pour tout (y, u) € A, la paire (Y, U) € Ag vérifie |'estimation a priori

Cl| o
1Y, 8eY Yoo vy + 1 Ull2(qpy < Ce©'& PNiw) /BTy )
(a7)

On montre également que

E'(y,u) (Y, U) = 2E(y,u). |

Cette propriété implique que —(Y, U) est une direction de descente pour E au point (y, u).
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Suite minimisante et convergence forte

On définit la suite (yk, Uk)ken par

(0, uo) € A donné,
(Yrr1s tks1) = Vi uk) — MYk, Ur), Vk €N,

A = argmin E ((yk, ux) — MYk, Uk)),
A€0,1]

ol (Yi, Ux) € Ag est la paire contrdlée de |'équation des ondes linéarisée associée a (yk, uk).

Théoréme (convergence forte)

On suppose que (2, w, T) vérifie la condition standard d'optique géométrique. Si g’ est Holder
d'exposant s € [0, 1] et vérifie

Ja >0, IB€[0,8%(s)), lg'( <a+BInY2(1+]|r]), VreR,

alors, pour tout (yo, ug) € A, E(yk, uk) k*) 0 et la suite (yk, ux)ken converge fortement vers
— 00
une paire contrélée (y*, u*) € A de (SL).

De plus, la convergence est au moins linéaire, puis au moins d'ordre 1 + s aprés un nombre fini
d'itérations.
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Suite minimisante et convergence forte

On définit la suite (yk, Uk)ken par

(0, uo) € A donné,
(Yrr1s tks1) = Vi uk) — MYk, Ur), Vk €N,

A = argmin E ((yk, ux) — MYk, Uk)),
A€0,1]

ol (Yi, Ux) € Ag est la paire contrdlée de |'équation des ondes linéarisée associée a (yk, uk).

Lien avec I'algorithme de Newton

Ona E(y,u) = 3|IF(y, u)ll32(q, ) avec Fy,u) = 7y — Ay + g(y) — ule.

e On vérifie que |'algorithme de descente pour E coincide avec I'algorithme de Newton amorti
pour F, lequel coincide avec |'algorithme de Newton standard quand Ay = 1.

e L'optimisation de Ay permet donc, contrairement a |'algorithme de Newton standard,
d’assurer la convergence globale de I'algorithme de descente.

e On montre aussi que Ay — 1 pour k — oo, ce qui explique la convergence superlinéaire de
I'algorithme de descente a partir d'un certain rang.

A. Bottois Construction de contréles pour une &q. des ondes semi



[llustration numérique en 2D

On illustre les résultats de convergence de I'algorithme moindres carrés et on compare ses
performances avec deux algorithmes de point fixe.

e On prend Q = (0,1)2, w comme représenté ci-dessous et T = 3.

e On choisit y%(x) = 100sin(7x1 ) sin(mx2), y! = 0 et (2°,2) = (0,0).

e On considére la semi-linéarité g(r) = —mg rIn'/2(2 4 |r|) avec m, variable.
1
e On initialise avec (yo,up) € A la paire controlée de
I'équation des ondes linéaire (i.e. pour g = 0). o
75
e La paire contrélée (Y,U) du systéme linéarisé est o 05
approchée par une méthode standard 2 basée sur |'opéra-
teur HUM.
0.25
e Les simulations de trajectoires de I'équation des ondes 0
0 025 05 075 1

sont réalisées avec des discrétisations par différences finies

en temps et par éléments finis en espace. Fig. 1 — Zone de contréle w.

2. Glowinski, Li, Lions — A numerical approach to the exact boundary controllability of the wave equation,
Japan J. Appl. Math. 1990
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Simulation pour mg =5 = —mg rin*/2(2 + |r|)

giere k| 2RO w0 | ndlzgp) | Iukllizp | A
o 3.72 x 102 38.116 732.22 1
1 4.58 x 101 30.219 665.222 1
2 0.12 x 101 30.563 734.688 1
3 1.69 x 104 30.567 734.56 1
4 9.31 x 1011 30.567 734.559 -
Tab. 1 — Convergence de I'algorithme.
1000
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250
0 0
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t t

Fig. 2 = (=) [ly* (-, O)ll 2(q) ;
(=) llyo(-, t)HLz(ﬂ) P ==) ly (st O)HLZ(Q)-
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Simulation pour mg; = 10 —mg rIn?/2(2 + |r])

siere k| 2RO w0 | ndlzpy | Ikllizpy | A
) 7.44 x 102 38.116 732.22 1
1 1.63 x 102 58.601 667.602 1
2 1.62 X 100 60.781 642.643 1
3 1.07 x 103 60.745 643.784 1
4 5.11 x 10~ 10 60.745 643.785 -

Tab. 2 — Convergence de |'algorithme.

75 T T T T T 750 T T T T T
50 500 E
25t 250 E
0 0
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
t t

Fig 4 = (=) ly* (-, )ll,2(q : Fig.5 = (=) [|u* (-, )l 2,

=) lIy0( Dll 219+ (==) Iy, t:0)ll 2q)- =) luo(, )]l 2)-
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Simulation pour m; = —20

—mg rin*/2(2 4 |r])

Hitere k \/ZE(yk‘ ug) IIYklle(QT) H“kHLz(qT) Ak
o 1.49 x 103 38.116 732.22 1
1 2.70 x 102 41.413 1474.93 0.987
2 1.65 x 10 43.041 1537.65 1
3 1.30 x 102 43.071 1530.62 1
4 2.68 x 10— ° 43.071 1539.62 -

Tab. 3 — Convergence de |'algorithme.
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25t

Fig.6 = (=) Iy (-, )l 20y
=) yo(-+ )l 2+ (==) Iy (-, :0) | 2
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0.5 ]
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Fig. 7 = (=) [|u* (- )l 2,
=) lluo (-, D)l 2-
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Comparaison avec deux algorithmes de point fixe
On compare les performances de I'algorithme moindres carrés avec les algorithmes
Yo, Up) € A donné, —
(2 ) : (FP)
Ot Vi1 — Dy + Bk)yie1 = uk1lw — g(0), VkEN,
Y0, Up) € A donné,
{( ) (FP)

Y+t — AYir1 = ukr1le — g(vk), Yk €N

10.‘5
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107t
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k

Fig.8 — mg = 5 — Décroissance de /2E(yy, uy),
(=) algo. (MC); (==) algo. (FP); (==) algo. (FP).
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Merci de votre attention

A. Bottois, J. Lemoine, A. Miinch
Constructive exact controls for semi-linear wave equations (preprint)
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