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@28 1.tr0duction - Contexte ?

o On g’intéresse a la diffraction électromagnétique par un objet recouvert d’une couche
trés fine comportant un grand nombre de nanoparticules, parfaitement conductrices,
réparties aléatoirement.

o On souhaite déterminer I'impact de cette couche sur la Surface Equivalente Radar(SER).

Onde incidente
(de Tordre du cm) /K

Zoom et coupe

Nanoparticules
(de Uordre du nm)

Couche de matériaux )
(de Uordre du mm) ~ conducteur parfait

Difficultés rencontrées :

o La présence de plusieurs échelles trés différentes rend trés cotiteux voire impossible la
simulation de tels problémes (plusieurs angles d’incidence doivent étre considérés).

o La distribution des particules n’est pas connue (aléatoire).

Objectif :

Déterminer une condition effective modélisant les particules réparties aléatoirement sur
I’empilement multi-couche.
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@798 Hypothéses du modéle bidimensionnel ?

e Approximation du plan tangent.
o Probléme invariant dans la direction 3 orthogonale au plan.
— Les équations de Maxwell pour une polarisation TM se raménent & I’équation
de Helmholtz avec une condition de Neumann sur le bord des particules.
e Condition d’impédance (CI) qui remplace ’empilement multi-couche.
o Onde plane incidente ;. := e¥1%1 %272 gyec kg > 0.
Onde incidente

s
( 1716) u® — Uine est sortant

po i

—Auf — k2uf =0 A

+125089% 26890 .

n+ikZu® =0

JI,' 1

Deux configurations pour la répartition des particules dans la couche :
périodique et stationnaire ergodique.

Amandine BOUCART Congrés SMAI 2021- 24 Juin 2021 3/ 19



@27Z8 Hypothéses sur la répartition ?

o Les particules sont :

> modélisées par des boules de centre " = (z7', x5 ) et de rayon € notées B(gn7 a).

> réparties dans la bande

L :=R x [8,ehy +¢€d] , 6 > 0. \

> au moins & une distance €J les unes des autres.

e Soient Z. := UnB(gn,s) et Z:=U,B (2—", 1).
€

Répartition périodique Répartition aléatoire
y e O O0Q
eh
v bSO
OOGOOOOQ [ O >
o =0
> {(z7, a8} = {(27,23) + (d, 0)}n > Répartition stg;;c;nglgalre ergodique

o Stationnaire : en deux points de L, on a la méme loi de probabilité d’avoir une
particule.

o Ergodique : la moyenne spatiale sur L¢ converge vers son espérance quand la longueur
de la bande tend vers 'infini.
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@25 Titat de lart ?

o Répartition périodique des particules. De nombreux travaux existent sur la
diffraction par des couches minces homogénes ou périodiques.

Homogeénes : Bartoli-Bendali(2002), Haddar-Joly(2002), Vial(2003), Caloz et
al(2006).

Périodiques : Abboud-Ammari(1996), Delourme(2010),
Delourme-Haddar-Joly(2012-2013), Claeys-Delourme(2013), Marigo-Maurel(2016).

o Répartition aléatoire des particules : Beaucoup de travaux sur I’homogénéisation

stochastique de volume mais trés peu pour le traitement d’une couche mince.

Homogénéisation de volume : Kozlov(1980), Papanicolaou-Varadhan(1981),
Zhikov-Pyatnitskii(2006), Blanc-Le Bris-Lions(2007), Calvo-Juradoa,Casado-Diaz et
Luna-Laynez(2015), Heida(2020).

Surface rugueuse en mécanique des fluides : Basson et Gérard-Varet(2008),

Chechkin(2009), Gérard-Varet et Masmoudi(2010), Amirat-Bodart-Chechkin-Piatnitski
(2011),Dalibard et Gérard-Varet(2011), El Jarroudi(2019).

Il n’existe rien & notre connaissance pour les problémes de diffraction.
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@278 Deéroulé de Uexposé

Répartition périodique des particules
m Démarche pour obtenir un modéle approché
m Résultats numériques
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@28 Démarche pour obtenir un modéle approché ;

On postule le développement asymptotique suivant

Uine

Sixp >eH,

2 _ 1 INF xry T2
Auf — k2uf =0 we(zr,aa) = S e ul'F (a1, 22 +3 e UNE (2, =, 2
n n [
nez €z -
Termes de champ lointain
Termes de champ proche

Size <eH,

L e OG000000 [ e

nez <
Vul it +ikZ uf =0

Termes de champ proche
1

o Le paramétre /1 sépare I’espace homogéne de I’espace hétérogéne.
o Les termes de champ lointain uZ ¥’ dépendent des variables macroscopiques (1, 2).

o Les termes de champ proche Uflv Fdépendent de 1 et des variables miscroscopiques
T1 X2
) = (2, 22).
e €
o On suppose que :
UTILVF (z1,y1,y2) est d-périodique par rapport a y;.

. NF
y21~1>n~+1~oc U, " (z1,91,92) =0

@ On injecte le développement dans les équations satisfaites par u® et on obtient que :

* | Vn€eEN, Va1 €ER, V x2 € [eH, +0), —AufF—kQusF:O

* Les U71A0\TF(~7 -, -, w) sont solutions de problémes de type Laplace (ou z1 joue le rdle
d’un paramétre) dans une demi-bande périodique infinie.
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Problémes de champ proche ?

e Soient Dy := (0,D) x (0,H)\ B, Doo := (0, D) x (H,+o0) et D := Dy U Deo.
o Soient F, G1, G2, G3 des fonctions d—périodiques en y; telles que
F\/1+y3 € L?(D), G1 € H™Y/2(%), G2 € H™Y/2(8B), Gz € H~/2(3y).

o Pour tout n € N, UfLVF est la solution d—périodique par rapport a y; du probléme

suivant :
Do
A UNE = F dans Dy U Do «t— A UNT = F
= P .
VyUNE . 7 = G sur X Lot [0, UNF], =Gy
VyU,ILVF.ﬁ = G2 sur OB Ty py Tt
[U;LVF] H - uEF(IIHLH
- Y UNF i =Gy —@
) UNF] = Gg3 INF _ 2, g ~
y2Yn 1 vV, U = G sur Yo
H Y2 0 4 yn
i

o Il existe une unique solution U,]lv F A une constantes prés dans
u
1+ 93

 fre e e e |
D >o 9B Xg
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Condition de bord pour ugF ?

o On trouve facilement que UYNY = w5, xpy,
o UNF vérifie alors :

—AUNF =0 dans D

VyUNE it =—ikZ ul'F|s_, sur Yo

va{VF-ﬁ = - 311U5F|XEH n1 sur 0T

NF _ FF
[Ul ]H ! (‘rl){x;H
NF — FF
[_8‘”2(]1 ]H = Oa3ug (I1)|25H

o La condition de compatibilité nous donne pour v/’ :

‘ Vué:F.ﬁ—i-ikZu(IfF:O sur

o On a alors U{VF = ufF|>;‘,UXDH + ugF|>;‘,UZ/{é1) + leugpb;,nul(l) ol Z/{él) et ul“)
sont les uniques solutions dans W1(D) tendant vers 0 quand ya — +oco

AU =0 dans D AU =0 dans D
VU i = —ikZ sur 5o vul) i = 0sur %o
vl =0 sur 8B vaulia = —ni sur 0B
[-ontV] = ikz [-autP] =0
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Cea Condition de bord pour uFF ?

° UQNF vérifie
—AUNF = 2085, 0, UM + 02, UM + k2 UYNF dans D
VyUNE -7 = —4kZ UNF sur 3
VvV, UNF .7 =— 0, UNF ny  sur 9B
NF =— ul'F(
|:U2 :|H = sy 1)|25H
[_8y2U2NF] o axzufF(m)lEgu
o La condition de compatibilité de U3’ nous donne la condition pour w!'*’
Vu FF ”+szuFF —a(2> FF +a(2)8 ug F+a<2)62 u() sur {zo =eH}
ou les coefficients a< ), a§2) ay (2) sont calculés a partir des profils Z/{(gl) et Up).
1 —
al® =2 |k? |DH\B‘ —z’kZ/ uM
d =
1
a® == 2/ By, UV —ikz | u® 7/ UuPn,
d D 20 B
1 —
al? = - [2/ 8y, U + 1Dy \ B —/ L{fl)nl}
D OB
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Modéles effectifs et estimations d’erreur ?

— L’approximation v] ~ ugF ne prend pas en compte les particules.

— Modeéle effectif : v5 ~ ué“‘F + € uf‘F
— Avs —k?v5 = 0 dans R X (eH,+o0)
V5.1t + ('L’kZ — aa((f>) v5 — aa<12)811 v§ — 5a§2)6§1v§ =0 sur
V5 — Ujnc est sortant

(2) (2)

Les constantes a;’, a;”’ et af) dépendent de H : on peut jouer sur la valeur de // pour que

le probléme effectif soit bien posé (aéz) > 0).

— En itérant, on peut construire des approximations & tout ordre n de la solution u®

sous la forme v ~ uf'F +euf'F 4+ 4 en L lF

— Estimations d’erreur :
On note pour tout M > H, D5, := {z1 € [0,ed], x2 € [eH,eM]}

3 C > 0 telle que |ju® _UZ”HI(D%) <Cen
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Validations numériques ?

Paramétres : fréquence= 2GHz, k = 41.82, k1 = ksin6, k2 = kcos0 avec 0 'angle
d’incidence.

o Partie réelle du champ total pour e = 107%m, Z =1+iet § = 7/3.

|

. e F FF : . -
Solution de référence u® v§ ~ubF o eul Solution approchée v5 + UNF 4 cUNT

e Erreur sur le coefficient de réflexion pour Z =1 et 0 = 7/3.
* Coefficient de réflexion pour v5 :

tko —1kZ

(e ky) = 2T MRE .
rilkike) = Sz o

* Coefficient de réflexion pour v§ :

tha — (ikZ B Ea(()Q)) + ek (ia(12) — aéQ)kl)
tha (ikZ - Ea(()2)> +eky (aéz)kl - ia(12)>
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@278 Deéroulé de Uexposé

Répartition aléatoire des particules
m Modéle approché et ses coefficients
m Résultats numériques
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@28 Démarche pour obtenir un modéle approché ;

On postule un développement asymptotique similaire au cas périodique qui dépend de
I'aléatoire w € (2, avec ) ’ensemble des réalisations :

uw/§§A

Sixo >eH,
ZAUE — k2uf = FF INF T1 T2
Auf — k2uf =0 ue(en,oa,w0) = 30" ull(manw) YUY (n ?.—,w)

nez

nez —
Termes de champ lointain

O b:x1<5H
< NF (p TL 22
w000 OoPQ0 | |- g e 22

nez
Vus.ii+ikZ u® =0

Termes de champ proche
’ 1

Termes de champ proche

o Les U,]LVF(-, -,+,w) sont solutions de problémes de type Laplace (ou z1 joue le role d’un
parameétre) dans un demi-espace infini R x Ry \ Z%.
e On suppose que :
UflVF est stationnaire par rapport a y1, pour tout y2 € (8,8 + hr).
p.s. lim UNF(wl,yl,yz,w)ZO
y2 —+oo

o La preuve de existence et 'unicité des problémes de champ proche est délicate (en
cours).

Formellement, on obtient des conditions effectives du méme type qu’en périodique, ou les

coefficients a< ), (2) ot a(2) de la condition effective a ’ordre 2 sont déterministes .
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Calcul des coefficients du modéle effectif ?

. . . . R R .
En pratique : on tronque le domaine dans la direction ;1 sur -3 et nous imposons
des conditions périodiques sur les bords. On note UNF la solution du probléme tronqué.
On introduit D = (—=R/2, R/2) x R4+ \ I¥ et D%H =(—R/2,R/2) x (0,H)\ I*.
(2)

Prenons par exemple a.,

o

R—+o0o R

R
_ (1)
REIEOOE[ </ y17y27w)+|DRH| / Uy (y17y2yw)nl):|

par ergodicité

M
_ . 1 (1) w (1)
A, 2T > { (2 /D“R Oy, Uy (y1,y2,w) + | D g | — /Mw Uy (y1,y2, w)n1

m=1

lim [/ ByIU (y17y2, +|DRH}*/ U()(y1,y2, )n }

par la Loi des grands nombres

On peut jouer sur la taille du domaine R et sur le nombre de réalisations M que
I’on considére pour accélérer les convergences.
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cea Simulation du milieu aléatoire ?

On tire le centre des inclusions suivant un processus point de Poisson homogéne.

On se donne une bande L%, de taille T' x ehp, et un taux de remplissage p € ]0,1[.

. . Aire(L5.)
o On calcule la densité moyenne de particules | v =p———="——
Aire(particule)

o Le nombre de particules Npqrt contenu dans L‘% suit une loi de Poisson de
paramétre v

—v Vm

P(Npart =m) =e —

m!

o On tire les centres aléatoirement dans la bande (suivant deux lois Uniformes) en
vérifiant qu’une distance minimale avec les autres centres et les différents bords est
vérifiée.
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Résultats numériques

o Calcul des coefficients du modéle effectif pour une réalisation sur une boite de plus
en plus grande.

Résultats pour al’

) Résultats pour a|? Résultats pour a')

6 T T T T T T T

—8,000 T T T T T T T 4-107 T T T T

~10,000 |- . 4 2-1077
0-100¢——

—12,000

~14,000 ~2-1077

16,000 —4.10-7 L L L L L L L Py A— L 4 . L L L
500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 3,500 500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 3,500

500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 3,500
taille de la boite

taille de la boite

e Calcul des coefficients du modéle effectif : convergence de la méthode.
*» Espérance et intervalle de confiance pour 100 réalisations.
x HEspérance et intervalle de confiance pour 500 réalisations.

taille de la boite

P 2 P 2 . 2
Résultats pour a(() ) Résultats pour ag ) Reésultats pour ué )
—8,000 T T T T T T 5.8 T T T
~10,000
~12,000
S 1,500 2,000 500 100 1500 2,000 500 100
’ ) - caitle'dea botte ™ ) tailid 6 %a boite

0 8 boite
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@278 Reésultats numériques ?

Paramétres : fréquence= 2GHz, § = 7/3, e = 10~ %m, Z = 1 + .

o Champ total en partie réelle pour différents taux de remplissage p avec T' = 100 :

p=0.2 p=0.5

o Validation qualitative : avec T' = 2000 et p = 0.4.
Solution de référence :

real_part_term_u
56601 04 02 0 02 04 56601

—

Solution approchée :

real_part_term_u
56601 04 2 02 04 56601
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@270 DPerspectives

o Justification théorique pour une répartition aléatoire et estimations d’erreur.

o Comparer ’évolution du coefficient de réflexion obtenue pour une répartition
périodique des particules vs une répartition aléatoire des particules.

o Extension aux équations de Maxwell.
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@270 DPerspectives

o Justification théorique pour une répartition aléatoire et estimations d’erreur.

o Comparer ’évolution du coefficient de réflexion obtenue pour une répartition
périodique des particules vs une répartition aléatoire des particules.

o Extension aux équations de Maxwell.

Merci de votre attention!
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