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Chronologie sur les tests

Figure: Dr. Tedros Adhanom Ghebreyesus, Directeur général de l’OMS

Conseil de l’OMS, 16 mars 2020 : « Test ! Test ! Test ! »
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Chronologie sur les tests

Figure: Evolution du nombre de tests en France entre le 20 mai 2020 et le 14
juin 2021

Source : Infographie du monde. https://www.lemonde.fr/les-decodeurs/article/2020/05/05/
coronavirus-age-mortalite-departements-pays-suivez-l-evolution-de-l-epidemie-en-cartes-et-graphiques_

6038751_4355770.html
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Pourquoi tester ?

1 Estimer la prévalence1 de COVID-19 dans une population.

2 Détecter rapidement la contamination d’une communauté fermée
(prison ou maison de retraite par exemple)

3 Détecter rapidement et efficacement les individus contaminés.

Quelques problèmes :
1 Des cas asymptomatiques (combien ?)

2 Des individus contagieux avant les premiers symptômes
3 Découragement de l’utilisation des tests (prix, pénurie, inconfort)
4 Une prévalence faible dans la population (moins de 5%)

↪→ utilisation du pooling

1le nombre de cas dans une population.
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Historique du pooling

1 Utilisé par Dorfman [1943] pour détecter la syphilis chez les
soldats américains : groupes de taille n = 128 puis deuxième
test individuel de toutes les personnes appartenant à un groupe
contaminé.

2 Utilisé en France pour détecter le VIH dans les produits du sang.
Lié à l’affaire du sang contaminé ?

3 Envisagé pendant l’épidémie de SARS-COV-1 pour mettre en
quarantaine régulièrement des groupes de patients suspects.

4 Création de Groupool le 2 avril 2020.
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Le pooling dans le monde pour le SARS-COV-2

02-20 Aux États-Unis, dans la baie de San Francisco, utilisation pour
estimer la prévalence.

05-03-20 L’Allemagne fait des tests groupés dans des structures
hospitalières et des maisons de retraites à des fins de
préventions épidémiques (comme au Portugal et à Singapour).

01-06-20 En Inde, le pooling est recommandé comme surveillance pour
les zones avec un taux de positivité inférieur à 5%.

23-06-20 En Israël, Ben-Ami et al. [2020] montrent que le pooling accroît
les capacités de test en maintenant un haut degrés de sensitivité.

07-20 Le Rwanda utilise le pooling pour diminuer les coûts notamment
(voir Mutesa et al. [2020]).

15-10-20 En Israël, Yelin et al. [2020] montrent l’efficacité du pooling.
Chai Bio vend OPEN QPCR qui permet de faire du pooling
salivaire et d’avoir une réponse en deux heures.
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Revenons à la réalité

Un test parfait n’existe pas. Quelles conséquences sur le pooling ?

Un faux positif implique qu’on teste à nouveau tout un groupe
pour rien.
Un faux négatif implique qu’on rate des contaminés.
↪→ dilution⇒ faux négatif ?
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Test PCR

Échantillon + réactif
mis dans la machine

Un cycle

Fluorescence ?

Malade

Oui

Un cycle de plus

Non

Charge virale suivant le nombre de cycles

Malade (Faux positif ?)

Oui

Trop de cycles ?
Non

Non

Sain (Faux négatif ?)

Oui

Malade (Faux positif ?)

Oui
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Modélisation : un individu

Pour un patient i , notons Yi le nombre de cycles (sans censure) alors :

Yi =

min
[

− log2

(

Ci

+ ε
(1)
i

)
,dcens

]
+ ε

(2)
i

où Ci est la charge virale du patient,

ε
(1)
i suit une loi log-normale de

paramètres (ν, τ2) et représente le bruit résiduel impliquant un poten-
tiel faux positif,

ε
(2)
i suit une loi gaussienne centrée de variance ρ2 et

est le bruit de mesure intrinsèque à la machine

et dcens le seuil limite
des cycles.

Nous supposons que P
(
ε
(1)
i > 2−dcens

)
<< 1 donc, comme log(a +

b) ≈ log [max(a,b)], alors :

Yi ≈ min [− log2 (Ci) ,dcens] + ε
(2)
i .
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paramètres (ν, τ2) et représente le bruit résiduel impliquant un poten-
tiel faux positif, ε(2)i suit une loi gaussienne centrée de variance ρ2 et
est le bruit de mesure intrinsèque à la machine et dcens le seuil limite
des cycles.
Nous supposons que P

(
ε
(1)
i > 2−dcens

)
<< 1 donc, comme log(a +

b) ≈ log [max(a,b)], alors :

Yi ≈ min [− log2 (Ci) ,dcens] + ε
(2)
i .

13/29



Intro PCR Censure Appli Conclusions References

Modélisation : pooling

Pour la modélisation du pooling, nous prenons N individus avec des
charges virales C1, . . . ,CN positives telles que P (Ci > 0) = p où p est
la prévalence de la population.

Après mélange des échantillons, nous
supposons que la charge virale est donc :

C(N) ≈ 1
N

N∑
j=1

Cj

et le nombre de cycles de l’échantillon du groupe est donc :

Y (N)
j ≈ min

− log2

 1
N

N∑
j=1

Cj

 ,dcens

+ ε
(2)
i

≈ min

log2(N)− log2

 N∑
j=1

Cj

 ,dcens

+ ε
(2)
i

≈ min

[
log2(N)− log2

(
max

j=1,...,N
Cj

)
,dcens

]
+ ε

(2)
i
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Quelle est la distribution du nombre de cycles ?

↪→ pas du tout d’open data...
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Figure: Reconstitution de l’histogramme proposé par Jones et al. [2020] avec
3 712 individus.
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Figure: Reconstitution de l’histogramme proposé par Jones et al. [2020] avec
3 712 individus. Estimation avec un mélange de deux lois.
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Figure: Reconstitution de l’histogramme proposé par Jones et al. [2020] avec
3 712 individus. Estimation avec un mélange de trois lois.
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Figure: Reconstitution de l’histogramme proposé par Jones et al. [2020] avec
3 712 individus. Estimation avec un mélange de quatre lois.
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Figure: Reconstitution de l’histogramme proposé par Jones et al. [2020] avec
3 712 individus. Estimation avec un mélange de cinq lois.
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Modèle de mélanges

↪→ EM+BIC (Rmixmod de Lebret et al. [2015]) sur 100 simulations de
jeux de données.

Table: Nombre de fois que chaque modèle a été sélectionné.

K 2 3
Nb 5% 95%

Modèle de mélange
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Figure: Reconstitution de l’histogramme proposé par Jones et al. [2020] avec
3 712 individus avec estimation de trois classes. Modèle de mélange 17/29
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Modèle gaussien avec censure partielle

0.2

0.4

0

q = 1/2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

dcens

fµ,σ

,q

(x) ∝ 1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−µ)
2

×
{

1 si x ≤ dcens,

q sinon

avec q ∈]0;1[. Donc, nous avons :

fµ,σ,q(x) =
fµ,σ(x)

q + (1− q)Fµ,σ(dcens)

[
1 + (q − 1)1{x>dcens}(x)

]
avec fµ,σ (resp. Fµ,σ) la densité (resp. la fonction de répartition) d’une
loi gaussien N (µ, σ2).
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Modèle gaussien avec censure partielle/totale

1 Modèle gaussien avec censure partielle CNdcens(µ, σ,q) :

fµ,σ,q(x) =
fµ,σ(x)

q + (1− q)Fµ,σ(dcens)

[
1 + (q − 1)1{x>dcens}(x)

]
2 Modèle gaussien avec censure totale
CNdcens(µ, σ) = CNdcens(µ, σ,0) :

fµ,σ,q(x) =
fµ,σ(x)

Fµ,σ(dcens)
1{x≤dcens}(x)

3 Un autre type ? Décroissance en 1/x ? Exponentielle ?
Probabilités q décroissantes par palier pour différentes
machines ?
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Propriétés

Identifiabilité
Le seuil de censure dcens étant fixé, les modèles gaussiens avec
censure partielle et totale sont idenfitifiable.

Estimateur du maximum de vraisemblance

Le seuil de censure dcens étant fixé, l’estimateur
(
µ̂, σ̂, q̂

)
des

paramètres (µ?, σ?,q?) obtenu par maximum de vraisemblance est
fortement consistant et asymptotiquement normal.

↪→ Par contre, il n’existe pas de forme analytique.
⇒ Maximisation à l’aide d’un algorithme type Newton-Raphson implé-
menté dans la fonction nlm de R.

Base des démonstrations
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Mélange de gaussiennes (partiellement) censurées

Hypothèses :
Le seuil dcens est connu et le même pour toutes les clusters.

q ou qk ?
Même q pour tous les clusters : logique mais plus compliqué à
implémenter.

qk dépendant du cluster k : moins cohérent mais plus facile à
implémenter et parallélisable.
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Application : données de Jones et al. [2020]
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Pooling et faux négatifs

Figure: Évolution du risque de faux négatifs en fonction de la taille des
groupes (abscisse) et les modélisations : modèle de mélange classique (trait
pointillé) et modèle de mélange avec censure (trait plein).
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Conclusions et perspectives

Le pooling peut être utilisé pour estimer la prévalence.
Cela pourrait aider la détection précoce de nouveaux cas dans
les communautés closes.

Perspectives :
Amélioration de la procédure d’estimation.
Réflexion sur les faux négatifs.
Interprétation des clusters obtenus sur les données.
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Merci pour votre attention
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Test parfait : quelle stratégie ?

Prévalence de p ∈]0;1[, individu Xi ∼ B(p) d’être malade/positif.
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Test parfait : quelle stratégie ?

Prévalence de p ∈]0;1[, individu Xi ∼ B(p) d’être malade/positif. Groupe
de N individus et X (N)

j le résultat du test du groupe j :

P
(

X (N)
j = 1

)
= 1− (1− p)N .
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Test parfait : estimer la prévalence

Avec n groupes de taille N, un estimateur fortement consistant de p
est :

p̂n = 1−
(

1− X
(N)

n

)1/N
avec X

(N)

n =
1
n

n∑
j=1

X (N)
j .

Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1− α est :

IC1−α(p) =

p̂n ±
q1−α/2

(
1− X

(N)

n

)1/N−1
√

X
(N)

n

(
1− X

(N)

n

)
√

nN


avec qα le quantile d’ordre α d’une gaussienne centrée réduite.

D’après Thompson [1962], le pré-facteur optimal est obtenu pour :

Nopt = −
c?

ln(1− p)

⇔ (1− p)Nopt = e−c? ≈ 20%.

1

La constante est c? = 2 + W (−2e−2) ≈ 1.59 avec W la fonction de Lambert

.

Procédure adaptative
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D’après Thompson [1962], le pré-facteur optimal est obtenu pour :

Nopt = −
c?

ln(1− p)

⇔ (1− p)Nopt = e−c? ≈ 20%.

1La constante est c? = 2 + W (−2e−2) ≈ 1.59 avec W la fonction de Lambert.

Procédure adaptative

32/29



Procédure MM Démo Faux Neg Appli

Test parfait : estimer la prévalence

Avec n groupes de taille N, un estimateur fortement consistant de p
est :

p̂n = 1−
(

1− X
(N)

n

)1/N
avec X

(N)

n =
1
n

n∑
j=1

X (N)
j .

Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1− α est :

IC1−α(p) =

p̂n ±
q1−α/2

(
1− X

(N)

n

)1/N−1
√

X
(N)

n

(
1− X

(N)

n

)
√

nN


avec qα le quantile d’ordre α d’une gaussienne centrée réduite.

D’après Thompson [1962], le pré-facteur optimal est obtenu pour :

Nopt = −
c?

ln(1− p)
⇔ (1− p)Nopt = e−c? ≈ 20%.

1La constante est c? = 2 + W (−2e−2) ≈ 1.59 avec W la fonction de Lambert.

Procédure adaptative

32/29



Procédure MM Démo Faux Neg Appli

Test parfait : estimer la prévalence

Avec n groupes de taille N, un estimateur fortement consistant de p
est :

p̂n = 1−
(

1− X
(N)

n

)1/N
avec X

(N)

n =
1
n

n∑
j=1

X (N)
j .

Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1− α est :

IC1−α(p) =

p̂n ±
q1−α/2

(
1− X

(N)

n

)1/N−1
√

X
(N)

n

(
1− X

(N)

n

)
√

nN


avec qα le quantile d’ordre α d’une gaussienne centrée réduite.

D’après Thompson [1962], le pré-facteur optimal est obtenu pour :

Nopt = −
c?

ln(1− p)
⇔ (1− p)Nopt = e−c? ≈ 20%.

1La constante est c? = 2 + W (−2e−2) ≈ 1.59 avec W la fonction de Lambert.
Procédure adaptative

32/29



Procédure MM Démo Faux Neg Appli

Prévalence dans la population

1 Choix d’une première prévalence p(0).

2 Estimation du nombre Nopt optimal sur la base de p(0) qui
minimise le nombre total de tests nécessaires pour obtenir
l’estimation de la prévalence p avec la précision et la confiance
ciblées.

3 Construction d’un nombre de n pools contenant chacun Nopt
individus sélectionnés au hasard dans la population générale,
avec n le nombre de tests disponibles pour la mesure.

4 Estimation du nombre moyen de groupes positifs.
5 Amélioration de l’estimation de la prévalence :

p(1) = 1−
(

1− X
(N)

n

)1/Nopt

.

6 Retour à l’étape 1 jusqu’à stabilisation.
Nous pouvons prendre une moyenne des valeurs pour limiter les effets
des valeurs extrêmes.
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Loi multinormale

Y ∼ N
(
µ =

(
µ1
µ2

)
, σ2I2

)
La densité est :

p(Y ;µ, σ2) =
1

2πσ2 e−
1

2σ2 ‖Y−µ‖
2
2

La vraisemblance vaut :

p(Y1, . . . ,Yn;µ, σ
2) =

n∏
i=1

1
2πσ2 e−

1
2σ2 ‖Yi−µ‖2

2

=
1

(2πσ2)
n exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

‖Yi − µ‖2
2

)

⇒ log p(Y1, . . . ,Yn;µ, σ
2) = −n log

(
2πσ2)− 1

2σ2

n∑
i=1

‖Yi − µ‖2
2
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Estimateurs du maximum de vraisemblance

∂

∂µj
log p

(
Y1, . . . ,Yn; µ̂, σ̂

2) = 0 ⇔ 1
σ̂2

n∑
i=1

(Yij − µ̂j) = 0

⇔ µ̂j =
1
n

n∑
i=1

Yij

∂

∂σ2 log p
(
Y1, . . . ,Yn; µ̂, σ̂

2) = 0

⇔ − n
σ̂2 +

1

2 (σ̂2)
2

n∑
i=1

‖Yi − µ̂‖2 = 0

⇔ σ̂2 =
1

2n

n∑
i=1

‖Yi − µ̂‖2
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Notation

z une matrice n × K telle que

zik = 1⇔ yi appartient à la classe k

et P(Zik = 1) = πk .
ϕ(.; θk ) la densité de la classe k :

P(Yi |Zik = 1; θ) = ϕ(Yi ; θk ) =
1

2πσ2
k

e
− 1

2σ2
k
||Yi−µk ||22
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Modèle de mélange

p(Yi ; θ) =
K∑

k=1

P(Yi |Zik = 1; θ)P(Zik = 1; θ)

=
K∑

k=1

πkϕ(Yi ; θk )

Revenir à l’exposé
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Vraisemblance compliquée

L(θ) = log p(Y1, . . . ,Yn; θ)

=
n∑

i=1

log p(Yi ; θ)

=
n∑

i=1

log

(
K∑

k=1

πkϕ(Yi ; θk )

)
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Idée de la démonstration

Les preuves viennent du fait que la densité appartiennent à la famille
des lois exponentielles :

f (x) = b(η)e〈η,T (x)〉

avec < ·, · > le produit scalaire, η =
(
µ
σ2 ,− 1

σ2 , ln(q)
)

le paramètre
naturel et la statistique suffisante :

T (x) =
(
x , x2,1{x>dcens}

)
.

Pour la constante de normalisation, elle vaut :

b(η) =
1

q + (1− q)Fµ,σ(dcens)
× 1√

2πσ2
e−

mu2

2σ2 .
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Formule des faux négatifs

Nous avons la densité :

f (x) =
K∑

k=1

(
πk

fµk ,σk (x)
qk + (1− qk )Fµk ,σk (x)

[
1 + (qk − 1)1{x>dcens}

])
.

Donc, une minoration possible des faux positifs est :

P (Faux négatifs) =
K∑

k=1

(πk [1− Fµk ,σk (dcens)] (1− qk ))

Il faut faire attention à ce que représentent les πk ...

Revenir aux applications
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Estimateur du maximum de vraisemblance

Simulation de 10 000 n-échantillons CNdcens(0,1,q) avec :
n ∈

{
102,103,104,105

}
,

dcens ∈ {−2,−1,0,1,2,3},
q ∈ {0,0.1,0.5,0.9}.

Revenir à la conclusion
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Complète Partielle
q = 0 q = 0.1 q = 0.5 q = 0.9

µ̂

σ̂

q̂
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