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Introduction

Two-phase material

δ ∼ 1

P = {x}x∈P : random point process

• Stationnary ergodic
• θ(P) = 1
• δ(P) ∼ 1

a(P) = α +
∑

x∈P 1B1(x)β
Homog.=⇒ a(P)
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Définir stationnaire et ergodique : stationnaire c'est que la loi ne dépend pas de l'origine dans l'espace. Concrètement, vous ne pouvez pas faire la différence entre juste translater mon processus ou retirer des points. Ergodique, c'est une notion d'indépendance. Ce qui se passe loin dans l'espace décorrele. Du coup, en regardant une grosse boite, c'est comme si on avait plein de tirage. Donc on peut récuperer une loi des grands nombres. Rappel 1D, puis analogue 3D. BR F(P) E[ F(P)]. En particulier fonction de P. 



Pour les connaisseurs, préciser des exemples de processus de point. Notamment que Poisson ne marche pas parce que ce n'est pas hardcore. Du coup au moins hardcore poisson. a(P) dépend non linéairement de la loi de P donc c'est cher à évaluer numériquement. Physiciens donc chercher des formules plus simple, par exemple une série en puissance de theta : formule de CM. Evidemment pour avoir une série convergente, il faut petit -> régime dilué. Comment diluer ? 
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Introduction

Dilated two-phase material

Lδ ≫ 1

LP = {Lx}x∈P : dilated random point process

• L � 1

• Stationnary ergodic
• θL = L−d � 1
• δL = Lδ � 1

a(LP) = α +
∑

x∈P 1B1(Lx)β
Homog.=⇒ aL(P)
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Introduction

Main question

What can we say about L 7→ aL(P) ?

4



Introduction

Outline

Main result
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Main result

Theorem (P. ’21)
For P hardcore stationnary ergodic, with arbitrarily small α-mixing then
L−1 7→ aL can be Taylor expanded at 0 (to any order).
There exists, (A(i))i∈N ∈

(
Rd×d

)N
s.t ∀n ≥ 0,

aL = α +
n∑

i=d

A(i)L−i + O
(
L−(n+1−)

)

Theorem (P. 21’)
For periodic P, L−1 7→ aL analytic at 0.

aLe = αe + L−d

ˆ
B1

β
(
Id −L−dB◦KL

)−1
(∇ϕ◦ + e)

with L−1 7→ KL analytic.
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Fixed point approach

0th order reformulation

aLe = αe + L−d

ˆ
B1

βE◦ [(∇ϕ + e)(LP◦, x)] dx

Indeed,

aLe = E
[(

α +
∑
x∈P

β1B1(· − Lx)
)

(∇ϕ + e) (LP, ·)
]

(0)

= αe + αE [∇ϕ] + E
[∑

x∈P
β1B1(0 − Lx) (∇ϕ + e) (LP, 0)

]

= αe + E
[∑

x∈P
β1B1(0 − Lx) (∇ϕ + e) (L(P − x), 0 − Lx)

]

= αe +
ˆ
Rd

β1B1(−Lx)E◦ [(∇ϕ + e) (LP◦, −Lx)] θ dx

7



Expliquer simplement que l'espérance du gradient est nulle ? Deux options : soit passé par le cas périodique. Sinon, je peux dire que formellement je commute dérivée et espérance et pas stationnarité, l'espérance ne dépend pas du point ! 
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Fixed point approach

Single inclusion problem

0 ∈ P◦

Set a◦ := α + 1B1β and consider ϕ◦ solution of

−∇ · a◦ (∇ϕ◦ + e) = 0 in Rd

Since a◦ = a(LP◦) in BLδ(0) we expect ∇ϕ(LP◦) ' ∇ϕ◦ on B1.
Clausius-Mossotti :

aLe ' αe + L−d

ˆ
B1

β (∇ϕ◦ + e)

= αe + L−d dβ

β + dα
e

Ref : Rayleigh-Maxwell [JKO], Berdichevsky, Anantharaman-Le Bris,
Duerinckx-Gloria, . . .
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Fixed point approach

Formal computations
• PDE for the ϕ(LP◦) − ϕ◦

−∇ · a◦∇ (ϕ(LP◦) − ϕ◦) = ∇ ·
∑

x∈P◦
x 6=0

β1B1(Lx) (∇ϕ(LP◦) + e)

• −∇ · a◦∇ −∆ in the above :

∇ϕ(LP◦) + e = (∇ϕ◦ + e) + ∇2G ∗
∑

x∈P◦

x6=0

β1B1(· − Lx) (∇ϕ + e) (LP◦)

= (∇ϕ◦ + e) +
∑

x∈P◦

x 6=0

∇2G(· − Lx) ∗ β1B1 (∇ϕ + e) (L(P◦ − x))

= (∇ϕ◦ + e)

+ L−d
∑

x∈P◦

x6=0

∇2G
( ·

L
− x
)

∗ β1B1 (∇ϕ + e) (L(P◦ − x))

9
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Fixed point approach

Formal computations
• Fixed Point : K(LP◦)f :=

∑
x∈P◦
x 6=0

∇2G
( ·

L − x
)

∗ β1B1f(L(P◦ − x))

(∇ϕ + e)(LP◦) = (∇ϕ◦ + e) + L−dK(LP◦)(∇ϕ + e)

(∇ϕ + e)(LP◦) =
(
Id −L−dK(LP◦)

)−1
(∇ϕ◦ + e)

• Taylor expand L−1 7→
∑

x∈P◦
x 6=0

∇2G(x − ·
L)

• −∆ −∇ · a◦∇ : Ha◦f := ∇u with −∇ · a◦∇u = ∇ · f

Ha◦ = Hα + Ha◦ (1B1Hα)

= B◦Hα

(∇ϕ + e)(LP◦) =
(
Id −L−dB◦K(LP◦)

)−1
(∇ϕ◦ + e)
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Fixed point approach

Issues and work-around

• Key :
∑

x∈P◦
x 6=0

∇2G

(
x − ·

L

)

=
∑

x∈P◦
x6=0

∇2G(x) +
∑

x∈P◦
x 6=0

∇3G(x) ·
L

+ . . .

• |∇2G(z)| ∼ |z|−d =⇒
∑

x∈P◦
x 6=0

∇2G(x) not summable !

• Massive approximation : −∇ · a∇ 1
T − ∇ · a∇

|∇2GT (z)| ∼ |z|−de
− |z|√

T =⇒
∑

x∈P◦
x6=0

∇2GT (x) < ∞

• |||KT (LP◦)||| . ln(T )
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Fixed point approach

α-mixing comes to the rescue
Definition (Algebraic α-mixing)
∃ α > 0 s.t for all U, V ⊂ Rd, A ∈ σ(P|U ), B ∈ σ(P|V ),

|P [A ∩ B] − P [A]P [B] | ≤ (1 + dist(U, V ))−α

• Renormalization : lim
T →∞

E◦

 ∑
x∈P◦ 6=0

∇2GT (x)

 exists

• Optimization strategy :

aL
T = Id +

n∑
i=d

A(i)
T L−i + O

(
ln(T )n+1L−(n+1)

)

|aL
T − aL| . T −β =⇒ ∀i, A(i)

T −−→
T ∞

A(i) + Taylor aL

12



Quand je parle d'alpha mixing. Dire que c'est une hypothèse supplémentaire que je fais sur le processus de point. Il faut qu'il existe un certain alpha. Par exemple pour un processus totalement indépendant, tous les alpha conviennent. Par AM, ça me donne un certain beta. Mais la magie de l'optimisation, c'est que n'importe quel beta > 0 permet de tuer le logarithme. 
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Extensions

Beyond ?

• Inclusion : β1B1  L∞ with compact support

• Background : need a good description of Hbackground
• Suspension of particles

Thanks for your attention !
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en particulier, je n'ai pas besoin de l'hypothèse sur la régularité du bord
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