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Probleme modele

Résolution de I'équation de Helmholtz (ondes harmoniques i = —1)
—Au—uw?u=0, xeQ,
Ophu —iwu = g, xerT.

par des méthodes de de décomposition en sous-domaines (DDM),
avec des coins extérieurs ou internes et des conditions de transmission (TC)
d’ordre élevée dérivées de conditions absorbantes artificielles (ABC) d'ordre élevée.
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Il peut y avoir des points de croisements ou plus de 3 sous-domaines se
rejoignent : c'est en fait le cas général du point de vue de la géométrie DDM.
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Positionnement du probleme

— N __ —
DDM : Q= UQ; et Q;NQ; =0 pour j # i. Interfaces droites : ¥ := Q; N Q;.
i=1
Squelette interne X~ = U; ;> ; (avec orientation) et [ opérateur d'échange.

Soit I'algorithme DDM générique : Initialiser u? € HY(Q;), puis itérer sur p

(A +w2) uf’“ = 0 dans Q;, Vi,
(O —iwT) ™t = —(N3p +iwTN)u?  sur %,
(0n — iw)u‘r’Jrl = g sur I

Comment choisir I'opérateur T ?
@ T =1:D.90", D.-Benamou 92’

@ Optimisation numérique de T = al + BAy : survey Gander 2006,
Dolean-Jolivet-Nataf 2015, Boubendir-Antoine-Geuzaine 2012, .. .,
Thierry/Geuzaine et al (getDDM) 2016 ...

@ T =T*=A*A> 0 et isomorphique H%/H_% : Joly-Ghanemi (& 98-00'),
Lecouvez-Stupfel-Joly-Collino 2015', ...

@ Formalisme multi-trace (Claeys-Hiptmair > 12’), puis Parolin (2020 thése),
survey Claeys-Collino-Joly-Parolin 2021, ...

@ Cette présentation T+ T* >0et T # T*.
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Une idée expliquée a partir d'une ABC d’ordre élevé

e Soit u solution de I'équation de Helmholtz avec une ABC d’ordre 2
—Au— w?u =0, x € Q = patatoide convexe académique,
{ Ohu — iw (1+ﬁ8tt> u+§u:§.
Ici Opu — iwTu= g avec T= Ts+iT, et
Ts =1+ iatt etilT, = L
2w? 2Rw

e Considérant que Ts = [+perturbation, on est tenté (avec d'autres
approximations) de remplacer par une autre ABC

(1 - ﬁ@tt) Ohu — iwu + %u = g ou encore

1 -1 i
Ohu —iw |1 — —9 1+ — =g.
u—w ( ) n) ( + wR) u=g

e A présent T est un opérateur global

r (1 LY (1
o 20,2t wR

avec T # T* (adjoint au sens L?) et T + T* > 0.
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Une propriété intéressante

J(T+T*) (0 —iwT)u (8s — iwT) udo
- [T+ T (0n+iwT*)u (8n+iwT*)ude =0.
Preuve : on développe. On a
Re/(T+ T) ! (—iwT) u dpudo — /(T+ T (iwT*) u Bpudo
r r

=Re (—iw/r(T-i- )T + T*)umda>

=Re <7iw/uﬂd0> = Re (fiw/ |V ul? fw2|u\2> =0
r Q

THT+ T I T - T(T+ 75711
=(T*+T-T)T+T)IT-T(T+T) (T +T-T)
=T-T(T+ T I T-T+T(T+THT=0

et que
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Mise en place pour la DDM

Pour ¢ € H}_(X), on considére la collection d'opérateurs sous forme forte

1 ..
Py { (17@81‘/1‘/) an,'(jpij: . VIJ’
05:0ij(xr) + 12k nyerages M Pk (Xr)s  Visj,r.

~

nuw

La forme faible correspondante posée sur ¥ est

_ 1 R 1
a(‘Pv w) = Z/ (¢U¢U + ﬁat,-(éijatﬂbij) do + iﬁ (Hr(lsmwr)([ﬂd,-

iy,
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Définition de

Soit v € L2(X) et le probleme variationnel

{ Trouver € H. (X) tel que
‘9(507w) = (va)LZ(Z)» Vi € Hll)r(z)'

Ce probléme est bien posé, il existe une unique solution ¢ € Htl)r(Z).

La forme forte est

*M%at,-t,-¢ij+¢y = vy, vij,
Arp(xr) + iH p(x,) =0 € C2% | vr.

Definition
Soit T: L?(X) — L?(X) I'opérateur global tel que Tv = .

Si la forme bilinéaire sur le squelette est dégénérée, i.e. a(p, ) = (cp,iﬁ)LQ(z),
alors p=vetT =1

T
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Il faut mettre

(& +e2)
(8n —iwT) ult!

(0 — iw)uf-7+1
sous la forme
(8+u?) 't
(On —iwT) u)‘éﬂ
(0 — iw)ufﬂ'1

Revenons sur les DDM

= 0 dans ;, Vi,
= —(Mon+iwTM) u)’; sur X,
= g sur I,
= 0 dans Q;, Vi,
= —N@n+iwT*)ul surx,

g sur I.

Cela revient a imposer la condition de compatibilité

TN =NT*".

Auquel cas on aura la convergence de la DDM pour I'énergie

EP = /(T+ T)Y 1 (8n —iwT) uP(8y — iwT)uPdo < EP7L < ...
X
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Comment rendre cela rigoureux ?

Soit L2(X) avec la norme || - ||. On a

HL(Z) = {v € L%(X) tel que v, € HY(Z;) pour tout i ;éj}

On définit I'espace fonctionnel
HH(Z) = {v € L*(X) tel que (T + T*)"!v,v) < o0} .
A partir des vecteurs propres (T + T*)v, = ApVa, An ) 0, on a aussi

Hi(T) = {v € L*(E) tel que > i"ht"l); < oo} .

neN

Theorem
HY(X) = H} (%) avec équivalence des normes.
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Caractérisation des couplages de coins admissibles

e Des calculs montrent que TN =TMT* <= T* =T1TT est équivalent a
a*(ip, %) = a(My, M) pour tout p,? € HE ().
Or
. 1 _— 1
alp, ) =D | (055 + 5 50605060y ) do+io— 3 (Hrdr vr)caa,
y b r
e Les conditions de coins compatibles
Orp(xr) +iH o(x,) =0

sont telles que
N.H = —H'N, avec (H)T = H".

Cette condition est localisée a chaque x,.

e Avec la numérotation naturelle au coin, on a

0o I
M, = ( / 0 ) €M2dr((c)'

e La solution triviale est H" = 0, qui retrouve les conditions de Neumann usuelles
de getDDM (Geuzaine et al).
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Denote v := %(cos% + %) and § ;= ;—;(cos% — %) the
matrix is
¥ 0 0 4
0o — =6 0
H=1o0 -5 —4 o
5 0 0~

- Corners and stable optimized domain decomposition methods for the Helmholtz problem, D.-Nicolopoulos-Thierry, 20" under
review.

- On Domain Decomposition Methods with optimized transmission conditions and cross-points,, D.-Nicolopoulos-Thierry,
submittted.
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Un résultat numérique (avec GetDDM)
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Low order

— - — Order 2 + Dirichlet

—— Order 2 + Neumann

—+— Order 2 + Corner

Ici on observe une meilleure convergence numérique,

pour l'instant.
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sans vrai gain asymptotique
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Cas général d, > 3

Ici dr = 3, ¢y € CO et H" = (H")t € Me(C). On force M, H" = —H",.

0, {i !
d' nt

Pour construire un H" non trivial, on se donne une collection d'ondes planes
ug(x) = e(@X) (deux par sous-domaines) de directions d € {d,...,d%} et on
propose d'imposer
2d,
OrnOpntgn + i Z hpmOpm ugn = 0, 1<n<2d
m=1
2d,
= w(d",t")(d",n") = > hym(d",n™) =0, 1< n<2d,.
m=1
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Conclusion

On peut prendre des opérateurs de transmission T+ T* >0et T # T*, ce
qui permet d'incorporer des éléments géométriques (corners/cross-points)
dans les opérateurs de transmission construits a partir d'opérateurs
différentiels tangents posés sur

T est global posé sur X.
Les matrices de coins H" ne sont pas uniques pour d, > 3.
Quid de I'implémentation pour d > 37 en 3D?

Couplage ce traitement des cross-points avec des espaces mieux équilibrés
1 1 .
H2 /H™ 2 (multi-trace).
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