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Probléme inverse vs probléme direct :
Nous connaissons :

Tq

partie du bord connue

partie inconnue - le domaine Q,

- lafrontiere I' =T, U T,

équation d’équilibre . . P
q + 4 - I’équation d’équilibre,

loi de comportement

Q

- laloi de comportement,

les conditions aux limites (en nombre
suffisant) en tout point de la frontiere,

et éventuellement, les conditions initiales.

S’il manque au moins une information : probleme inverse.
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Probleéme inverse
L]

Probléme inverse vs probléme direct :
Nous connaissons :

Tq

partie du bord connue

partie inconnue - le domaine Q,

- lafrontiere I' =T, U T,

équation d’équilibre . . P
q + 4 - I’équation d’équilibre,

loi de comportement

Q

- laloi de comportement,

- les conditions aux limites (en nombre
suffisant) en tout point de la frontiere,

et éventuellement, les conditions initiales.

S’il manque au moins une information : probleme inverse.

Exemples de problémes inverses

- Identification de frontiéres, de cavités ou de fissures,
- Identification de parametres matériau,
- Identification de conditions aux limites inaccessibles a la mesure,

- Identification de conditions initiales...
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Probleéme inverse
L]

Probléme inverse vs probléme direct :
Nous connaissons :

Tq

partie du bord connue

partie inconnue - le domaine Q,

- lafrontiere I' =T, U T,

équation d’équilibre . . P
q + 4 - I’équation d’équilibre,

loi de comportement

Q

- laloi de comportement,

- les conditions aux limites (en nombre
suffisant) en tout point de la frontiere,

et éventuellement, les conditions initiales.

S’il manque au moins une information : probleme inverse.

Probléme mal posé (au sens d’Hadamard)

Au moins une des conditions suivantes n’est pas satisfaite :
- existence d’une solution,
- unicité d’une solution,

- dépendance continue de la solution par rapport aux données
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Probleéme inverse
o

Probléme de Cauchy associé a I’équation biharmonique

Au=0 VxeQ

ou
Au=v VYxe
Av=0 Yxe avee
0N =TyuletlyN; =0

N /_ By
ouu = Fretv = go

U= @q
u =1
V= g
v = ¢a

Vxe Ty
Vxe Ty
Vxe Ty
Vxe Ty

€y
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Probleéme inverse

Probléme de Cauchy associé a I’équation biharmonique

Au=0 YxeQ
ou

Au=v Vxe

Av=0 VxeQ

N=TyuljetlyNi =0
du v

N o/ _ Ou / _ Ov
ouu = Fretv = go

I

Flexion des plaques minces

u : la déflexion de la plaque
v : le moment de flexion

avec

u=wps Vxely
u = Yva VxeTly )
V= WUd Vx ey
Vi=¢s V¥xeTly

Iy

Ecoulement de Stokes

u : la fonction courant
v : le tourbillon de I’écoulement du fluide
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Probleéme inverse

Probléme de Cauchy associé a I’équation biharmonique

Au=0 VxeQ

A ou Ve e O u=pq Vxely
u=v VVxe
avec W =1s VxeTy
Av=0 Vxe (H
v=ypg Vxely
N =TyuljetlyNIi =0 Vl:¢d vxer(/

N = 2 ery — D
ou u _anetv = on

Aucune condition aux limites n’est accessible sur I';

Fd
Ea
I .
Flexion des plaques minces Ecoulement de Stokes

— probleme mal posé au sens d’Hadamard (la stabilité de la solution ne peut pas étre garantie)

— ¢’est un probleme inverse !

— ne peut pas étre résolu par les méthodes usuelles
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Probleéme inverse
o

Exemples de méthodes de régularisation du probleme inverse
biharmonique

@ Méthode des moindres carrés et méthode de programmation linéaire (J. R.
Cannon et M. M. Cecchi (1966))
Avantages : Régularisation (probléme bien posé).

Inconvénients : Les données (bruitées) sont prises en compte de maniére exacte.

@ Meéthode de Tikhonov (L. Marin et D. Lesnic (2005) et A. Zeb, D. B. Ingham,
D. Lesnic (2008))
Avantages : Régularisation par ajout d’un terme de contrdle (probleme bien posé).

Inconvénients : La solution dépend d’un parametre de régularisation a déterminer.

@ Meéthode de régularisation évanescente (A. Eyimi Minto’o (2011))

Avantages : Régularisation par ajout d’un terme de contrdle (probléme bien posé).
La solution ne dépend pas d’un coefficient de régularisation.
La physique est respectée.
Robustesse vis-a-vis du bruit sur les données.
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© Méthode de régularisation évanescente
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Méthode de régularisation évanescente

Formulation équivalente du probléme modéle

@ Le probleme de Cauchy biharmonique (1) est équivalent a :

Soit ®; = (@a, Yd, jd, Pa) un quadruplet de données compatibles sur Iy,
(.e. P, € H(Fd)),

U= (u,u',v,v') € HT) tel que :
U=9%, sur I'y

e H() = {<I> = (¢, %, 1, d) € X(T) tel qu’il existe u € #5
et (u,u',v,v') = (¢, %, 1, ¢) avec v = Au},
tels que
X(I) = HY*(T) x H/*(T) x H~"*(T) x H/*(T)
et

A ={ueH Q) | A%u=0}.
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Méthode de r¢ risation évanescente
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La méthode de régularisation évanescente
Cimetiere et al. (2000,2001), Delvare (2000)

Idée de base : Rechercher la solution de I’équation d’équilibre dans €2 qui
s’approche au mieux des données sur I'y, avec :

- indépendance par rapport a un coefficient de régularisation,

- stabilité vis a vis du bruit sur les données,

M.Boukraa
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La méthode de régularisation évanescente
Cimetiere et al. (2000,2001), Delvare (2000)

Idée de base : Rechercher la solution de I’équation d’équilibre dans €2 qui
s’approche au mieux des données sur I'y, avec :

- indépendance par rapport a un coefficient de régularisation,
- stabilité vis a vis du bruit sur les données,
1" intuition

Minimiser |V — ®,4]|7., V€ H(T)

x Probleme mal posé !
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La méthode de régularisation évanescente
Cimetiere et al. (2000,2001), Delvare (2000)

Idée de base : Rechercher la solution de I’équation d’équilibre dans €2 qui
s’approche au mieux des données sur I'y, avec :

- indépendance par rapport a un coefficient de régularisation,

- stabilité vis a vis du bruit sur les données,

Meéthode de régularisation évanescente

U = Argmin {||[V — @]
VEH(T)

b, +elV-U" R}

v" Une suite de problemes d’optimisation bien posés,

v" L’accord aux données s’effectue au mieux (relaxation des données),
v" Indépendance de la solution par rapport a c,

v' Algorithme convergent.
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Méthode de régularisation évanescente

o] ]

o L’algorithme itératif de la méthode de régularisation évanescente :
Soitc > 0et U’ € H(T),

U € H(T) tel que :
T (U <JEFY(V), vV e H(T) )
avec J:T' (V) = |V|r, — ®al|p, + ¢||[V — Ui pour V € H(T)

A Uitération k, le probléme (2) a une unique solution Ut caractérisée par :

(U — &y, Vi, + (U UK, V)p =0 WV € H(T) 3

- La fonctionnelle J* est continue et strictement convexe sur H(T')
- lim  JYV) =400

[Vllp—+oc0 €

— J* admet un unique minimum caractérisé par I’équation d’optimalité (3).
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gularisation évanescente

Convergence de la formulation continue

Théoreme

Si @, est un quadruplet de données compatibles (i.e. un élément de H(T'y)),
associé a la solution compatible U, du probleme de Cauchy (1), alors la
suite (UX); définie par I’algorithme itératif (2) est telle que :

U = ®; dans H(Ty) au sens fort 4)
Ut ~U, dans H(T') au sens faible 5)

Lemme
Pour tout entier naturel n, la suite (UX); constituée des éléments optimaux vérifie :
n 2 n
Ut — U7 + ;HU/(JH — U + : ;”Uk“ — a2, = U0 — U

ou U, est la solution compatible du probléme de Cauchy (1).
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9 Le probléme biharmonique factorisé
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Le probléme biharmonique factorisé

(o] J

Le probléeme biharmonique factorisé

—Av =0, dans Q2 —Au=v, dans Q
V= g, sur I'y u= @y, sur I'y
V = ¢y sur I'y u' =y sur I'y

Choix des espaces fonctionnels :
H(T) = {V = (n,¢) € H~'*(T) x H/(T)
| IweAg(Q), wir=pn w =09}
et pour tout v € H,(T),
Ha(T,v) = {U = (p,9) € H*(T) x H'/*(T)
| Iwe*(Qy), wr=¢, w=1v}

tels que
Q) ={el’Q | —Av=0 on Q}
AUV ={ucH(Q) | —Au=v on Q}.
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Le probleme biharmonique factorisé

(o] J

Le probléeme biharmonique factorisé

—Av =0, dans Q —Au=v, dans
v = g, sur I'y u= @y, sur I'y
vV = ¢y sur I'y u' =y sur I'y

Une formulation équivalente :

Trouver V = (v,v') € H,(T) tel que
V=&, sur 'y,

ot @4 = (pa, Pa) et

Trouver U = (u,u’) € H.(T,v) tel que
U = \I/,{ on F,{,

ol Wy = (pua, Ya)-

M.Boukraa
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Le probléme biharmonique factorisé

(o] J

Le probléeme biharmonique factorisé

—Av =0, dans Q —Au=v, dans Q
V= Ug, sur I'y U= Qq, sur I'y
vV = ¢y sur I'y u' =y sur I'y

Soient ¢; > 0 et V° € H,(T),

Trouver V*' € H,(T) tel que
TV < UET (W), YW e H, (D), Yk >0,
o Je T (W) = [Wir, — @allt, +c1[W = Vf.
On définit Vopr = (vop, Vopr) = _IHPOOVH—I.
Soient ¢, > 0 et U € Hy (T, vopr),
Trouver U € H,(T, vop) tel que
k+1 k+1 k+1
JEHH U < TSP W), YW € Hu(T, vop),
o J" (W) = [Wir, = Wallp, + el [W — U7,

)
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probleéme factorisé approché :

—Av =0, dans Q2 —Au=v, dans Q
V= g, surT'y (8a) U= Qd, surI';  (8b)
V = ¢y sur I'y u' =y sur I'y

@ Soit 7}, une discrétisation du domaine {2 telle que :

a=J T,

TeT,

@ Espaces d’approximation :
Sive H'(Q) = v € H/*(D) etV € H /()
Vi) = {w" € C°(Q), wiy €PT), VY eT}~ H(Q)
V() = VH(Q)jp ~ H(T)
WH(T) = VM) ~ H~'/*(T)

= Raisonnement similaire pour le probleme (8b).
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probleéme factorisé approché :

—Av =0, dans Q2 —Au=v, dans Q
V= Uy, surT'y (8a) U= Qd, surI';  (8b)
V = ¢y sur I'y u' =y sur T'y

@ Espaces d’approximation :
HIT) = {(9",€) e VD) x WD) | 3wt e Vi), whe =,

/ Vw'VrdQ — / vde =0dQ, Vv e v”(Q)},
Q T

HT,w) = { (6, 0") e VIO x WD) | 3w’ e VI(Q), whe = ¢,

VW' VrdQ — / Wvdo = [ V' dQ, Yo e Vh(Q)}.
Q I Q
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probleme factorisé approché :

—Av =0, dans ) —Au=v, dans
V= Ug, surI'y (8a) U= Qq, sur 'y (8b)
V = ¢y sur I'y u' =y sur Iy

@ Espaces des solutions discretes :

H/(N) = {V = (V.V) eR'xR"| Z(V,V)=KV+BV =0},
etpour V € H" (),

HI(I,V) ={U=(U,U) eR" xR"| A(U,U,V)=KU+BU —DV =0}.
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probleéme factorisé approché :

—Av =0, dans €) —Au=v, dans
V= g, surT'y (8a) U= Qd, surI'; (8b)
V = ¢y sur I'y u' =y sur Iy

@ Formulation éléments finis de 1’algorithme de régularisation évanescente :

Trouver (V<! V1) € RY x RV tel que

JEVHHL YR < gty VY YV, V) e RY x RY
sous les contraintes égalités : KV + BV’ =0

Trouver (/1! U"*") e RY x RV tel que

JEUUT Ut < geiu, U, YU, U') € RY x RV

sous les contraintes égalités : KU 4+ BU' = pv!
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probléme biharmonique :

A2u=Ay =0 dans

u = g surly
u = g surly
v = pug surly
V= ¢y surly

o Espace d’approximation
") = {@" = (&, 0" 1, ¢) € V(D) x WHID) x VA(T) x WD)
| 3" V) e V) x VIQ), =" Ve =4,
V' vw'dQ — / Y'w'do = / "whdQ, ww' e v'(Q),
Q r Q

/ W' Vw'dQ — / #'w'do = 0dQ, W' e Vh(Q)}.
Q r

M.Boukraa 24 juin 2021 Méthode d n évanescente pour le probleme de Cau ié 2 I"équation biharmonique



MEF
[e]e] J

Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probléme biharmonique :

AZu=Av =0 dansQ

u = g surly
u = g surly
v = pug surly
V= ¢y surly

@ Espaces des solutions discretes :

H'[) = {U=(U.U,V.V) eR" xRY xRY x RV

AU, U',V) =KU + BU' — DV = 0}.
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probléme biharmonique :

A2u=Ay =0 dans

u = g surly
u = g surly
v = pug surly
V= ¢y surly

@ Formulation éléments finis de 1’algorithme de régularisation évanescente :
Soient ¢ > 0 et U’ = (0,0,0,0)

Trouver U™ = (Q’”"l,lkﬂ,zk“, v/ ) e RY x RY x RY x RV tel que
JENUY) <aN (WL P8, T), V(WL P.S,T) € HY(D),
sous les contraintes égalités : £(W, P, S,T) =0,

cmeso=[ 78]
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Mise en ceuvre numérique par la méthode des éléments finis

Le probléme biharmonique :

A2u=Ay =0 dans

u = g surly
u = g surly
v = pug surly
Vo= ¢g surly

@ Résolution de 1’algorithme itératif :
Soient ¢ > 0 et U’ = (0,0,0,0)

Trouver (UST!, U/t i+ v/ A e RY x RY x RY x RV x RY tel que
ij+1( k41 Q/k+l7zk+1 /k+l) ( kH)VS( k+1 _,k+l,zk+l,llk+l) =0,

NN R T E 0

vjéﬂ—l VST ngrl B Fk
ve o |0t T o]
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Résultats numéri

O®@000000

Résultats numériques

Données bruitées

vxely:
Pa(X)=ttan(X) + 0 max(uan(X)).p,
Ya(X)=up, (x) + 6 max(up,(x)).p,
(X =V (%) + 6 X (v (5))-,
Ga(X)=Viu(x) + 0 max(viu(x)).p,

Termes de Contrdle

@ Terme de relaxation

Solution analytique
vx € Q:

1
Uan (X) = Exl(sinxl coshx; — cosx; sinhx),

Van(X) = coshx; cos x1 + sinh x; sin x;.

k k+1 2
JF:‘,—I(U) = ||U * |Fd - CI)dHH(FL,)

@ Terme de régularisation

I (U) = U = Uy

@ La valeur de la fonctionnelle

JENU) = ([0, = Pallzer,) + U = U

M.Boukraa Méthode de r
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Résultats numériques
[e]e] lele]elele)

Reconstruction de la solution du probléme biharmonique factorisé

o
o
o

* inconnues
données

maillage QUADS

h=1/20

0 =3%etc=1 Ao =5%et
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Résultats numériques
[e]e] lele]elele)

Reconstruction de la solution du probléeme biharmonique

* inconnues

! données
maillage QUADS

05 [ 05 't h=1/20

0 0

2m 27

10 =3%etc=10 AN:d=5%etc=10.




Résultats numériques

[e]e]e] le]elele)

Evolution des erreurs en norme L’ pour différentes valeurs de ¢ 4 6 = 3% de

) ) _bruit
@ Le probleme biharmonique factorisé

10 1851 2.12x107% 3.25x107% 15930 1.44x107% 3.79x1072
1 182  2.12x107° 3.25x107% 172 143x107%  3.80x1072
10°" 20 220%x107° 3.27x1072 18 1.45x107% 3.83x1072
1072 3 2.52x107%  3.39%x1072 4 1.51x107%2  4.07x1072
1073 2 3301073 4.30x107%2 2 1.90x107%  6.09x1072
1074 2 5.81x107% 855x1072 2 2.74x1072  1.10x107"

@ Le probleme biharmonique

10 1507 2.28x107° 3.29x107%2 1.36x1072 3.69x1072
1 149  230x107° 3.29x1072 1.36x1072 3.69x1072
107" 140 257x1072  3.36x107%2 1.39%x1072 3.71x1072

1072 4 249x107°  3.40x1072 1.48x1072 4.04x1072
1073 1 3.58x1073  3.76x107% 1.73x1072 4.97x1072
1074 1 458%x107°  6.35x107"  235x107% 8.58x107!
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Résultats numériques

[e]e]e]e] lelele)

Comparaison des erreurs commises sur u et ' en appliquant le critére
d’arrét lié a 1a fonctionnelle /. des deux formulations en fonction de ¢

0.07 0.12
011
0.06
01
(%)
005 B 0.09 o8
004 008
u /
err Uepr 007
003
0.06R,
005, 0.05
004
10 10?2 10 10° 10 10 10?2 10 10° 10
c c

-0 --- : Le probleme biharmonique factorisé
-[J- -+ : Le probleme biharmonique

d=3%

M.Boukraa 24 juin 2021 Méthode de cente pour le probléme de ion biharmonique



Résultats numériques
[e]e]e]e]e] lele)

Débruitage des données sur I,

Uy A o * inconnues
, i données

maillage QUADS
-0.2 -0.5
0 0.2 0.4 0 0.2 0.4 h = 1/20
0 0
27 2w
10 = 10% — * — : La reconstruction — : La solution analytique.
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Résultats numériques

00000080

Reconstruction de la solution sur la frontiere d’un disque

0 2
-0.5: 1
v v
1 0
1.5 1
2 2
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
A A
06 27 1 27
0.4
,0 5
Uy, u
. 0 * données
h=1/80
-0.2 -0.5
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
£ 6
2m 2m
A : données non bruitées  — *x — : Lareconstruction  — : La solution analytique.
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Résultats numériques

0000000

Reconstruction de la solution sur le bord d’un carré
v v

3 a5 4 R

15 25
abs curviligne

u u

* inconnues

données
maillage QUADS
h=1/20
T ' ‘algjs curvilngHSe o oo jﬂﬁns curviligzrfc Comt
: Données bruitées § = 3% A\ : Lareconstruction — % — : La solution
analytique.
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Résultats numériques
0000000

Reconstruction de la solution sur le bord d’un carré

)4

\4

s 2 o5 s
abs curviligne
/

u

a5

4

R 3 a5 4

‘algjs curvilngHSe
: Données bruitées § = 3% A
analytique.

: La reconstruction

s N
abs curviligne

as

4

* inconnues
données

maillage QUADS

h=1/20

— % — : La solution
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@ Conclusion et perspectives
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Conclusion et per

[e] Je]e]

Conclusion et perspectives

@ La méthode de régularisation évanescente :
- Capable de débruiter les données
- Robuste (stable) vis a vis du bruit sur les données

- Qui n’est pas spécifique a un opérateur

o 1mp1ementat10n par la méthode des éléments finis :
Permet d’approximer la solution biharmonique en utilisant deux formulations différentes du
probleme de Cauchy
- Permet de reconstruire parfaitement la solution sur la frontiere d’un domaine régulier

- Rencontre des difficultés de reconstruction sur une frontiere d’un domaine non régulier, en
particulier lorsque les coins sont situés dans la partie inconnue

@ Développement en cours :

- Résolution du probleme biharmonique en théorie des plaques minces en considérant des
conditions aux limites mécaniques et implémentation numérique en utilisant des éléments finis
DKT et DKQ

- Discrétisation de 1’équation de Laplace en utilisant une approche éléments finis de type
Kirchhoff
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Convergence de la formulation continue

Théoreme

Si @, est un quadruplet de données compatibles (i.e. un élément de H(T'y)),
associé a la solution compatible U, du probleme de Cauchy (1), alors la
suite (UX); définie par I’algorithme itératif (2) est telle que :

U = ®; dans H(Ty) au sens fort 9)
Ut ~U, dans H(T') au sens faible (10)

Lemme

Pour tout entier naturel n, la suite (UX); constituée des éléments optimaux vérifie :

; n 2 n
U7 = Ui+ D_I0 = U+ 2D 10" — @l = 10° — el
k=0 k=0

ou U, est la solution compatible du probléme de Cauchy (1).

\
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Convergence de la formulation continue

Lemme

Pour tout entier naturel n, la suite (Uk)k constituée des éléments optimaux vérifie :

. n 2 n
U = Uefp + U = U+ = D U = @, = [U° = Ul
k=0 k=0

ou U, est la solution compatible du probléme de Cauchy (1).

@ Convergence au sens fort

n
- La série z:HUkJrl — <I>d||2pd est bornée,
k=0
— |[U* — @4t tend vers 0,

— U — dgsurly.
k—+oo
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Convergence de la formulation continue

Lemme

Pour tout entier naturel n, la suite (Uk)k constituée des éléments optimaux vérifie :

. n 2 n
U = U+ U = U+ = DU = @, = U° = Ul
k=0 k=0

ou U, est la solution compatible du probléme de Cauchy (1).

@ Convergence au sens faible

- Existence d’une sous-suite de (U*); qui converge faiblement vers U,

o (||UF — U.||%) est bornée, d’olr (U*); est une suite bornée de H(I")
— il existe une sous-suite (U#),, de (U¥); tel que :

U¥ — Up dans H(T)
o lim [[UF—&y% =0,dot lim UM =d,
p—+oo d p—+oo

@ par unicité de la limite sur 'y : Ur|r, = @4
@ par unicité du prolongement harmonique (Théoréme de Holmgren) :

Uy =U,surI.
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Convergence de la formulation continue

Lemme

Pour tout entier naturel n, la suite (Uk)k constituée des éléments optimaux vérifie :

. n 2 n
U = Uefp + U = U+ = D U = @, = [U° = Ul
k=0 k=0

ou U, est la solution compatible du probléme de Cauchy (1).

@ Convergence au sens faible

- Existence d’une sous-suite de (U*); qui converge faiblement vers U,
- Convergence faible de toute la suite (U*); vers U, sur T

— Démonstration par 1’absurde
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Convergence de la formulation continue

Lemme

Pour tout entier naturel n, la suite (Uk)k constituée des éléments optimaux vérifie :

. n 2 n
U = Uefp + U = U+ = D U = @, = [U° = Ul
k=0 k=0

ou U, est la solution compatible du probléme de Cauchy (1).

@ Convergence au sens faible

- Existence d’une sous-suite de (U*); qui converge faiblement vers U,
- Convergence faible de toute la suite (U*); vers U, sur T

— Démonstration par 1’absurde

Remarque

Pas d’équivalence du résultat du prolongement harmonique (théoréme de Holmgren)
en dimension finie.
Convergence en dimension finie ?
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Théoreme (Théoreme de Holmgren — unicité du prolongement harmonique )

Soit u € H* une solution du probleme P(u) = 0 o1l les coefficients de P sont
analytiques et u = 0 sur une courbe T non-caractéristique de classe C'.
Alors u est identiquement nulle dans un voisinage de chaque point de T

| A\

Remarque

Le théoreme de Holmgren s’applique en particulier aux opérateurs
elliptiques puisqu’ils n’admettent pas de courbes caractéristiques.
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Formulation discreéte

@ Hy(T) : espace de caractérisation de H(I") en dimension finie
o La méthode de régularisation évanescente discrete :
Soit ¢ > 0et U’ € Hy(T),
UL € Hy (D) tel que :
JEH U < Y (V), YV € Hy(D) )
avec JT' (Vi) = || Vw|r, — ®allb, + c||Vy — Un |7 pour Viy € Hy(T)
®, : vecteur des données discretes de dimension 4N,

o Les éléments de Hy(I") qui s’accordent au mieux avec les N; données

- Si Ny > N : une solution au sens des moindres carrés.
- Si Ng < N : une infinité de solutions, définies a un élément du noyau de
"I’ opérateur trace discret" sur I'y pres :

ZN(F) = {UN S HN(F); UN|F{, = 0}
Zy (T) = {Uy € Hy(T); (Uy,VN)r =0 VVy € Zy(T)}
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Convergence de la formulation discrete

@ Le probleme de Cauchy discret peut s’écrire sous la forme :

— q)d, VN>1“(, = O7 VVy € fo (F)

{ Trouver Uy € Zy (T')  tel que :
(Uy

Si U% = 0 alors la suite (U’fv)k vérifie les propriétés suivantes :

o U\ € Zy(I), Vk>0,
9 la suite (U',i,)k converge vers la solution Uy du probléeme de Cauchy discret (4).

(UG — @4, Vi), + (U — UL, Vy)r =0, WV € Hy(T')
US =28 +yh, vz € zy(D), WYk €Zr(D)etVk >0
Vy =2y +yy, Vay € Zy(D) etVyy € Zy (D)

= 7' =4, Vk>0

Vk >0

b ey e 0 __ . k _ 0 __
avec linitialisation Uy, = 0, on obtient que zy, = zy = 0,

= U ez (D), Vk>0

cente pour le probleme de
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Convergence de la formulation discrete

@ Le probleme de Cauchy discret peut s’écrire sous la forme :

{ Trouver Uy € Zy (T')  tel que :

(U — ®4, Vy)r, =0, VVy € Zy(T)

Si U% = 0 alors la suite (U’fv)k vérifie les propriétés suivantes :
o U\ ezy(I), Vk>0,

9 la suite (U',i,)k converge vers la solution Uy du probléeme de Cauchy discret (4).

On a de méme que dans le cas continu :
. k1 2 _
Jim UG — @}, =0
Si la solution du probléme de Cauchy discret vérifie I’hypothese de compatibilité (i.e. Uy, = P4 sur
Ta) . )
. c+ e _
klj&HUN - UN”Fd =0
Par équivalence des normes en dimension finie, il existe ay > 0,

k41 2 k+1 2
I = U3 lIF < anllUy = U3 I,
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Convergence de la formulation discrete

@ Le probleme de Cauchy discret peut s’écrire sous la forme :

{ Trouver Uy € Zy (T')  tel que :
(Uy

— q)d, VN>1“(, = O7 VVy € fo (F)

Si U% = 0 alors la suite (U’fv)k vérifie les propriétés suivantes :
o U\ € Zy(I), Vk>0,

9 la suite (U',i,)k converge vers la solution Uy du probléeme de Cauchy discret (4).

On peut montrer aussi qu’il existe M > 0 tel que

C

k e 2 k
Uy — Gylir < (ﬁ) M, Vk=0

— Contractance de 1’algorithme discret.
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