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Introduction

Soit (), F,P) un espace de probabilité.

- Milieu périodique aléatoirement perturbé : P.s. pour tout x € R\ [—a, a]

Ke, pe __I Kper, Pper I_ Ke.pe Ke (X’ (U) :err (X) TR (X' CU)’
T ' — “)X 0e(x, w) :Pper(x) + Pe(x, w).

- Equation de Helmholtz: p.s. —0x[ie0x te] —pgkzug =finR
f € L?(R) a support dans (—a, a)
- Hypotheses :
Kper, Pper L-périodiques
- Milieu absorbant Z(k?) >0
- p.p. ps. 0 <k <xe <y, 0<p- <pe <p+.

- Objectif: Construire des conditions transparentes pour le milieu aléa-
toirement perturbé




Afin de restreindre le domaine de calcul 3 (—a, a), on étudie u, qui vérifie
dug duE

. u
j:[;ceafx]—i—/\gtu8 =0on £a, ou Agi = Flke B; J(£a) et

—Ox [Kedx U] — pe k2uf = 0in (da, £o0),

uf =1lat+a.

On dérive un développement asymptotique en loi par rapport a ¢ de uf et
du coefficient DtN AF.

- Cas périodique : Fliss (09), Fliss, Joly & Li (06)

- Petites perturbations : V. I. Klyaskin (80), G. Papanicolaou & co (91)



On considére deux types de perturbations : p.s. pour tout x € R\ [—a, a],

- Régime d’homogénéisation stochastique

[ Ke(x, @) = Kper () (L +VE(Z @) el ) = pper() (1 + 155, w)), ]

avec vl et 1/5 processus stationnaires et fortement mélangeant.

Milieu homogeéne : Kozlov (79), Gloria & Otto (15), Armstrong, Kuusi &
Mourrat (17), Bella, Fehrman, Fischer & Otto (17) 1D: Garnier (01), Bal (08)

- Cas des perturbations rares

[ Re(x, @) = be(x, @)fper(x), Pl @) = be(, @) Pper(x), ]

avec Rper, Pper L-périodiques, be(x, w) Z ]1,
JEZ

li=[L (G +1)L] et (B{)J-E]N v.a. i.i.d. de Bernoulli de paramétre ¢.

Régime d’homogénéisation périodique : A. Anantharaman & C. Le Bris (11
12), J.-C. Mourrat (15)



Equation tronquée

- Pour tout Banach V, on munit L?(Q), V) de lull 2(q,v) = VE([ull2).

- u est I'unique solution dans L2(Q, H1(IR%)) de I'équation

—x[Kedxu ] — pe K2uf = 0inRY,
uF(0) = 1.

- ulV" est I'unique solution dans L2(Q, H*((0, NL))) de I'équation

1)

—0x[Ke0xulN] — pe K2uN = 01in (0, NL),
uN@©0) =1, uN(NL)=0.

Proposition

Vo < S(k2)p-, e = u |z (0ney)) = Oe™ME).




Déroulé de la présentation

1. Régime d’homogénéisation



Présentation du modéle

Ke(x, @) = Kper ()1 + VE(Z.@)) 7L pelx,0) = pper (x) (1414 (5, ).

- Définition 1:  Un processus f : R x () — RP est dit stationnaire si pour tout
ne€N* x1,- - xn €R, h, I, € B(RP) et tout y € R
P(f(xi+y)€h, - f(xn+y) €ln) =P(f(x1) € h, - F(xn) € In).

- Définition 2 : f:=(f1,..., fp) est p-mélangeant s'il existe ¢ t.q.
VA B € B(R), i,j€[1,pl], ga; € L2(Q Fa;,P), ggj € L?(Q, Fg,P),

E [(gA,i —Elga,il)(gB,; — ]E[gB,j])]

Elg; |Elg3 ]

|Corr(ga,i 88,)| := < ¢(d(A B)),

ot Fa; (resp. Fp ) est la sous-tribu générée par fi(x,-) pour x € A (resp.
fi(x,-) pour x € B).

Hypothéses :  (1X,1Vf) est stationnaire, p-mélangeant avec ¢'/2 dans
L1(IR%) et de moyenne nulle.




Exemples de milieux et solutions




; N N
Expressions de u,' et v,

- Soit G la fonction de Green associée au probléme périodique non perturbé.
Pour tout y € (0, NL), G(-,y) est I'unique solution dans H'((0, NL)) de

—0x [Kperdx G (-, y)] — kK2pperG(-,y) = (- —y) in(0, NL),
G(0,y) =0, G(NLy)=0.

On définit pour tout f € L2((0, NL))

NL L
G#() = [ Glx)FGodc and Gif() = [ 06 lx ) F(x)d

- Soit vV := xdxulN. ulN s'écrit alors

(4t =61 % (2) ] + 2 [ppuct (2) o] + e |

Soit G* et G les opérateurs correspondant a la fonction de Green G* du

probléme périodique vérifié par le flux. v s'écrit

(i1 ()t Rt () 1

Kper




N N
Convergence de 1" et v,

Théoréme
Il existe une constante C t.q.

lu — upeelliz(a,e2 o)) < CVE 1Y = erlliz(a.i2 (o)) < CVe.

Eléments de preuve : - G, G*, 9xG, 3xG*, uMN et v/ unif. bornées sur (0, NL)

Pour tout H et f L*((0, NL))
B () ARl =B [ | [ o (2) ey

s NL NL NL t t/ ,
< S(Z)ve | — dtdt’ dx,
<ciriz [ [0 mw(gv(sﬁ| x

NL PNLNL ey
<clrz [© 7 [ (K5 drara < celrlz
o Jo Jo €




Correcteur d'ordre 1
- Soit ¢ i= %(gl [v§ (E) vF’,‘é,] + k3G [Pperl/g (E) u,lg\é,} ).

Théoréme

Il existe C t.q.

\/>1s

[2(0,L2((0,NL))) —

NL

et Ul e — ou(x, t)dWs,
e=0 Jo

ol 02(x,t) = 2/0°°]E(Fg(x, £.0)Fy(x t, 7)) dz,
et Fy(x, t,z) = kzvg(z)G(X, t)pperur’,\ér(x) + vE(2)0xG(x, t) v}%r(x).

On peut prouver un résultat similaire pour v; avec

Vi = %(szg;‘ [v‘g (E) pe,] + k2G* [iv;‘ (g) v,ﬁ‘g,]).

Kper



Simulations numériques - Validation

og([| - 1)

e
(a) (b)
Figure: (a) Convergence de ul dans L2(Q, L%((0, NL))) (resp. AN dans
N_ 3N
L2(Q2)), (b) Normal quantile-quantile plot de /\57\//5\’”’ pour ¢ = 0.05.




Simulations numériques - Conditions transparentes

On considére un milieu homogéne sur [—1, 0] et on résout

{ — 3y [Knomdx 1] — Promk?u =0 in(—1,0),

u(—=1) =1, 09xu(0) = Au(0)

Pour A = AN (w), on obtient v (w, -) et pour A = )\2’8,, on obtient ul,‘{e,.

| -
(a) (b)
Figure: (a) Densité de probabilité de u(205) -5, (-0.5) quand € — 0,

NG

(b) Normal quantile-quantile plot pour ¢ = 0.05.



Déroulé de la présentation

2. Cas des perturbations rares



Présentation du modéle

Soit (B!)jen des v.a. i.i.d. de Bernoulli de paramétre «.

P.p. et p.s. les paramétres du milieu sont donnés par

tel
™
—
5
g
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|
2
g}
[e]
=
—~
X
~
_|_
&
—

X, W)Rper(X),

Pe(x, W) =pper(x) + be(x, w)Pper (x),

ol Kper, Kper, Oper, Pper sont L-périodiques et

be(x,w) =Y 1, (x)Bl(w), I =[L (j+1)L].
jeN
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Exemples de solutions

Figure: ulN pour e = 0.05 (gauche) et ¢ = 0.2 (droite).



Convergence de u

Théoréme

Il existe C t.q.

llud — uptell 2 (0 e o)) < CVell el e (0,n0))

Preuve : Soit r0 = ulN — url,\ér unique solution de L2(Q), H1((0, NL)) de

9. 9 _ .
— Ko 10 — k2per® = == befper 5= Uy + befperk?uly, in (0, NL),
ox  Ox ox Ix P P

2(0) =0, O(NL) = 0.

Par un calcul direct on a

, NL /N-1 N2 Voo
1betiper 72 (0,12 ((0,me)) :]E/o ZojlljBé |uper]

J

NL AT N2 N |2 N |2
= [ L 1, (B el = elleflel o )
j=0



Expression de uY

Soit “}Y,m,j,, la solution de H((0, NL)) dans le milieu ot seules les périodes
liy, -+, I, sont perturbées pour 0 < j; <--- <jpb <N-1

d P N d
3% (xper+mgl]l/jmxpe,> &”ﬁ,m/p - < per + 2 1, per> N‘...,jp =0
in (0, NL),

“qu-,jp (0)=1, uj!\ll,"',jp (NL) = 0.

On définit pour w € Q, P, :={j € | —1]]|Bi(w) = 1.}.
N

ug s'écrit alors pour tout x € (0, NL), w € Q)

USN(X’ w) = ]pr: ( per + Z Z ]IPw {1, jp}(w) (X)

p=1 j1<-<jp




Développement asymptotique dans L2(Q, H((0, NL)))

L’espérance de u! peut alors s'exprimer

E(uM)=(1—-¢)V I',Ver—lrspl—eN pz ) uﬁ’,...,jp,
p=1 j1<-<jp

- On a alors un développement a tout ordre de E(u/N) dans H((0, NL)).

Soit vj := uJN - ul’j\ér pour j € [|0, N — 1]]. Il existe C t.q.
H]E( N) - per_‘S E ”H1 (0,NL)) < C'€2'

lud —u per_s_z ||L20H1 o)) < CVe.




Développement asymptotique en loi

Théoréme

Pour toute ¢ € C®((0, NL)), il existe Ctq.

||]E((p(u€N)) per - E o(u er)HH1 0NL)) < Ce.

On peut ainsi dériver des développements a tout ordre.

Soit P,v la loi de ulN. Soit P(R) I'ensemble des mesures de probabilité a
support compact sur R. Dans P(RR) faiblement-*

N—-1
PusN = 5“£’er + ¢ Z §u}\l —5,_JII>\Ier + 0(82).
Jj=0

Ce résultat se généralise a toutes les (B{)J- iid. de L2(Q) t.q.

Pg, = do +¢eP! + O(?), faiblement-*in P((—M, M)) et E((B¢)?) vy 0.
=




Simulations numériques - Validation

A E(te) — tper (slope: 0.8)

A E(te) — tper — €L vj (slope: 1.7)

1 | A E(up) — tper — €L v; — €2 X vy (slope: 2.5)
- U — Uper (slope: 0.5)

1| e — tper — €L v; (slope: 0.7)

1| e — tper —e X v — €2 ¥ vy (slope: 0.8)

log([| - 1)

-3 -28 -26 -2.4 -22 -2 -18 -1.6 -14 -12 -1 -0.8
log(e)

Figure: Convergence of E(ulY) et ul et leurs développements asymptotiques.



Simulations numériques - Conditions transparentes

N

Pour A = Al (w) (resp. AN et AL +¢ Z(/\J’V - /\l’)\/e,)), on obtient
j=1

Mw,

! approx )

u,

-) (resp. upe, et u;

(@) (b)

Figure: (a) Solution u dans [—1, 0] avec des conditions DtN exacte et

__,,approx
approchées pour ¢ = 0.05, (b) Densité de probabilité de %(—0.5)
quand € — 0.



Conclusion et perspectives

- Approximation en loi de la solution dans un milieu périodique
unidimensionnel absorbant pour deux types de perturbations

- Perspectives :

- Extension aux milieux non absorbants quand la fréquence est dans
les trous spectraux de |'operateur périodique considéré

- Extension aux dimensions supérieures : en cours pour le régime
d"homogénéisation

Merci pour votre attention!
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