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Introduction

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité.

· Milieu périodique aléatoirement perturbé :

κε , ρε κε , ρεκper , ρper

−a a x

P.s. pour tout x ∈ R \ [−a, a],
κε(x ,ω) =κper(x) + κ̃ε(x ,ω),

ρε(x ,ω) =ρper(x) + ρ̃ε(x ,ω).

· Equation de Helmholtz: p.s. −∂x [κε∂xuε]− ρεk
2uε = f in R

f ∈ L2(R) à support dans (−a, a)

· Hypothèses :
- κper, ρper L-périodiques

- Milieu absorbant I(k2) > 0

- p.p. p.s. 0 < κ− ≤ κε ≤ κ+, 0 < ρ− ≤ ρε ≤ ρ+.

· Objectif: Construire des conditions transparentes pour le milieu aléa-
toirement perturbé



· Afin de restreindre le domaine de calcul à (−a, a), on étudie uε qui vérifie

±[κε
∂uε

∂x
] + λ±ε uε = 0 on ± a, où λ±ε := ∓[κε

∂u±ε
∂x

](±a) et


−∂x [κε∂xu

±
ε ]− ρε k

2u±ε = 0 in (±a,±∞),

u±ε = 1 at± a.

· On dérive un développement asymptotique en loi par rapport à ε de u±ε et
du coefficient DtN λ±ε .

· Cas périodique : Fliss (09), Fliss, Joly & Li (06)

· Petites perturbations : V. I. Klyaskin (80), G. Papanicolaou & co (91)



· On considère deux types de perturbations : p.s. pour tout x ∈ R \ [−a, a],

- Régime d’homogénéisation stochastique

κε(x ,ω) = κper(x)(1+ νκ
s (

x

ε
,ω))−1, ρε(x ,ω) = ρper(x)(1+ ν

ρ
s (

x

ε
,ω)),

avec νκ
s et ν

ρ
s processus stationnaires et fortement mélangeant.

Milieu homogène : Kozlov (79), Gloria & Otto (15), Armstrong, Kuusi &
Mourrat (17), Bella, Fehrman, Fischer & Otto (17) 1D: Garnier (01), Bal (08)

- Cas des perturbations rares

κ̃ε(x ,ω) = bε(x ,ω)κ̃per(x), ρ̃ε(x ,ω) = bε(x ,ω)ρ̃per(x),

avec κ̃per, ρ̃per L-périodiques, bε(x ,ω) = ∑
j∈Z

1Ij (x)B
j
ε (ω),

Ij = [jL, (j + 1)L] et (B j
ε )j∈N v.a. i.i.d. de Bernoulli de paramètre ε.

Régime d’homogénéisation périodique : A. Anantharaman & C. Le Bris (11,
12), J.-C. Mourrat (15)



Equation tronquée

· Pour tout Banach V , on munit L2(Ω,V ) de ‖u‖L2(Ω,V ) =
√

E(‖u‖2V ).

· u+ε est l’unique solution dans L2(Ω,H1(R∗+)) de l’équation{
−∂x [κε∂xu

+
ε ]− ρε k

2u+ε = 0 inR∗+,

u+ε (0) = 1.

· uNε est l’unique solution dans L2(Ω,H1((0,NL))) de l’équation{
−∂x [κε∂xu

N
ε ]− ρε k

2uNε = 0 in (0,NL),
uNε (0) = 1, uNε (NL) = 0.

(1)

Proposition

∀α < =(k2)ρ−, ‖u+ε − uNε ‖L2(Ω,H1((0,NL))) = O(e−αNL).



Déroulé de la présentation

1. Régime d’homogénéisation

2. Cas des perturbations rares



Présentation du modèle

κε(x ,ω) = κper (x)(1+ νκ
s (

x

ε
,ω))−1, ρε(x ,ω) = ρper(x)(1+ ν

ρ
s (

x

ε
,ω)).

· Définition 1: Un processus f : R×Ω→ Rp est dit stationnaire si pour tout
n ∈N∗, x1, · · · xn ∈ R, I1, · · · In ∈ B(Rp) et tout y ∈ R

P(f (x1 + y) ∈ I1, · · · , f (xn + y) ∈ In) = P(f (x1) ∈ I1, · · · , f (xn) ∈ In).

· Définition 2 : f := (f1, . . . , fp) est ρ-mélangeant s’il existe ϕ t.q.
∀A,B ∈ B(R), i , j ∈ [|1, p|], gA,i ∈ L2(Ω,FA,i ,P), gB,j ∈ L2(Ω,FB,j ,P),

∣∣Corr (gA,i , gB,j )
∣∣ :=

∣∣∣∣∣∣∣
E
[
(gA,i −E[gA,i ])(gB,j −E[gB,j ])

]
√

E[g2
A,i ]E[g2

B,j ]

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ϕ(d(A,B)),

où FA,i (resp. FB,j ) est la sous-tribu générée par fi (x , ·) pour x ∈ A (resp.
fj (x , ·) pour x ∈ B).

Hypothèses : (νκ
s , ν

ρ
s ) est stationnaire, ρ-mélangeant avec ϕ1/2 dans

L1(R∗+) et de moyenne nulle.



Exemples de milieux et solutions
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Figure: ρε pour ε = 0.01 et ε = 0.2.
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Figure: uNε pour ε = 0.05 et ε = 0.2.



Expressions de uNε et vNε
· Soit G la fonction de Green associée au problème périodique non perturbé.
Pour tout y ∈ (0,NL), G (·, y) est l’unique solution dans H1((0,NL)) de

−∂x
[
κper∂xG (·, y)

]
− k2ρperG (·, y) = δ(· − y) in (0,NL),

G (0, y) = 0, G (NL, y) = 0.

· On définit pour tout f ∈ L2((0,NL))

Gf (·) =
ˆ NL

0
G (x , ·)f (x)dx and G1f (·) =

ˆ NL

0
∂xG (x , ·)f (x)dx .

· Soit vNε := κε∂xu
N
ε . uNε s’écrit alors

uNε = G1

[
νκ
s

( ·
ε

)
vNε

]
+ k2G

[
ρperν

ρ
s

( ·
ε

)
uNε

]
+ uNper.

· Soit G∗ et G∗1 les opérateurs correspondant à la fonction de Green G ∗ du
problème périodique vérifié par le flux. vNε s’écrit

vNε = −k2G∗1
[
ν

ρ
s

( ·
ε

)
uNε
]
+ k2G∗

[ 1
κper

νκ
s

( ·
ε

)
vNε
]
+ vNper.



Convergence de uNε et vNε

Théorème
Il existe une constante C t.q.

‖uNε −uNper‖L2(Ω,L2((0,NL))) ≤ C
√

ε, ‖vNε − vNper‖L2(Ω,L2((0,NL))) ≤ C
√

ε.

Éléments de preuve : · G , G ∗, ∂xG , ∂xG
∗, uNε et vNε unif. bornées sur (0,NL)

· Pour tout H et f L∞((0,NL))

E
[
‖H[νs

( ·
ε

)
f ]‖2L2

]
= E

[ ˆ NL

0

∣∣∣∣∣
ˆ NL

0
H(x , y)νs

( y
ε

)
f (y)dy

∣∣∣∣∣
2

dx
]
,

≤ C‖f ‖2∞
ˆ NL

0

ˆ NL

0

ˆ NL

0
|E
[
νs
( t

ε

)
νs
(
t ′

ε

) ]
|dtdt ′dx ,

≤ C‖f ‖2∞
ˆ NL

0

ˆ NL

0

ˆ NL

0
ϕ

(
|t − t ′

ε

)
dtdt ′dx ≤ C ε‖f ‖2∞



Correcteur d’ordre 1

· Soit u1,ε :=
1√

ε
(G1

[
νκ
s

( ·
ε

)
vNper

]
+ k2G

[
ρperν

ρ
s

( ·
ε

)
uNper

]
).

Théorème

Il existe C t.q.∥∥∥uNε − uNper −
√

εu1,ε

∥∥∥
L2(Ω,L2((0,NL)))

≤ C ε,

et u1,ε
L−−→

ε→0

ˆ NL

0
σu(x , t)dWt ,

où σ2
u (x , t) = 2

ˆ ∞

0
E(F`(x , t, 0)F`(x , t, z)) dz ,

et Fu(x , t, z) = k2ν
ρ
s (z)G (x , t)ρperu

N
per(x) + νκ

s (z)∂xG (x , t)vNper(x).

· On peut prouver un résultat similaire pour vε avec

v1,ε :=
1√

ε
(−k2G∗1

[
ν

ρ
s

( ·
ε

)
uNper

]
+ k2G∗

[ 1
κper

νκ
s

( ·
ε

)
vNper

]
).



Simulations numériques - Validation
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Figure: (a) Convergence de uNε dans L2(Ω,L2((0,NL))) (resp. λN
ε dans

L2(Ω)), (b) Normal quantile-quantile plot de λN
ε −λN

per√
ε

pour ε = 0.05.



Simulations numériques - Conditions transparentes

On considère un milieu homogène sur [−1, 0] et on résout −∂x [κhom∂xu]− ρhomk2u = 0 in (−1, 0),

u(−1) = 1, ∂xu(0) = λu(0)

Pour λ = λN
ε (ω), on obtient uNε (ω, ·) et pour λ = λN

per , on obtient uNper .
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Figure: (a) Densité de probabilité de uN
ε (−0.5)−uN

per (−0.5)√
ε

quand ε→ 0,
(b) Normal quantile-quantile plot pour ε = 0.05.



Déroulé de la présentation

1. Régime d’homogénéisation

2. Cas des perturbations rares



Présentation du modèle

· Soit (B j
ε )j∈N des v.a. i.i.d. de Bernoulli de paramètre ε.

· P.p. et p.s. les paramètres du milieu sont donnés par

κε(x ,ω) =κper(x) + bε(x ,ω)κ̃per(x),

ρε(x ,ω) =ρper(x) + bε(x ,ω)ρ̃per(x),

où κper, κ̃per, ρper, ρ̃per sont L-périodiques et

bε(x ,ω) = ∑
j∈N

1Ij (x)B
j
ε (ω), Ij = [jL, (j + 1)L].



Exemples de milieux
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Figure: κ−1
ε pour ε = 0.05 (haut) et ε = 0.2 (bas).



Exemples de solutions
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Figure: uNε pour ε = 0.05 (gauche) et ε = 0.2 (droite).



Convergence de uNε

Théorème
Il existe C t.q.

‖uNε − uNper‖L2(Ω,H1((0,NL)) ≤ C
√

ε‖uNper‖H1((0,NL)),

Preuve : Soit r0ε = uNε − uNper unique solution de L2(Ω,H1((0,NL)) de


− ∂

∂x
κε

∂

∂x
r0ε − k2ρεr

0
ε =

∂

∂x
bε κ̃per

∂

∂x
uNper + bε ρ̃perk

2uNper, in (0,NL),

r0ε (0) = 0, r0ε (NL) = 0.

Par un calcul direct on a

‖bεuper‖2L2(Ω,L2((0,NL)) = E

ˆ NL

0

(
N−1

∑
j=0

1IjB
j
ε

)2

|uNper|2

= E

ˆ NL

0

N−1

∑
j=0

1Ij (B
j
ε )

2|uNper|2 = ε‖uNper‖2L2((0,NL))



Expression de uNε

· Soit uNj1,··· ,jp la solution de H1((0,NL)) dans le milieu où seules les périodes
Ij1 , · · · , Ijp sont perturbées pour 0 ≤ j1 < · · · < jp ≤ N − 1



− ∂

∂x

(
κper +

p

∑
m=1

1Ijm
κ̃per

)
∂

∂x
uN
j1 ,··· ,jp − k2

(
ρper +

p

∑
m=1

1Ijm
ρ̃per

)
uN
j1 ,··· ,jp = 0

in (0,NL),

uN
j1 ,··· ,jp (0) = 1, uN

j1 ,··· ,jp (NL) = 0.

· On définit pour ω ∈ Ω, Pω := {j ∈ [|0,N − 1|]|B j
ε (ω) = 1.}.

· uNε s’écrit alors pour tout x ∈ (0,NL), ω ∈ Ω

uNε (x ,ω) = 1Pω=∅(ω)uNper(x) +
N

∑
p=1

∑
j1<···<jp

1Pω={j1,··· ,jp}(ω) uNj1,··· ,jp (x).



Développement asymptotique dans L2(Ω,H1((0,NL)))

· L’espérance de uNε peut alors s’exprimer

E(uNε ) = (1− ε)NuNper + εp(1− ε)N−p
N

∑
p=1

∑
j1<···<jp

uNj1,··· ,jp ,

· On a alors un développement à tout ordre de E(uNε ) dans H1((0,NL)).

Proposition

Soit vj := uNj − uNper pour j ∈ [|0,N − 1|]. Il existe C t.q.

‖E(uNε )− uNper − ε
N−1

∑
j=0

vNj ‖H1((0,NL)) ≤ C ε2,

‖uNε − uNper − ε
N−1

∑
j=0

vNj ‖L2(Ω,H1((0,NL))) ≤ C
√

ε.



Développement asymptotique en loi

Théorème

Pour toute ϕ ∈ C∞((0,NL)), il existe C t.q.

‖E(ϕ(uNε ))− ϕ(uNper)− ε
N−1

∑
j=0

ϕ(uNj )− ϕ(uNper)‖H1((0,NL)) ≤ C ε2.

· On peut ainsi dériver des développements à tout ordre.

· Soit PuN
ε
la loi de uNε . Soit P(R) l’ensemble des mesures de probabilité à

support compact sur R. Dans P(R) faiblement-∗

PuN
ε
= δuN

per
+ ε

N−1

∑
j=0

δuN
j
− δuN

per
+O(ε2).

· Ce résultat se généralise à toutes les (B j
ε )j i.i.d. de L2(Ω) t.q.

PBε
= δ0 + εP1 +O(ε2), faiblement-∗ inP((−M,M)) et E((Bε)

2) −−→
ε→0

0.



Simulations numériques - Validation
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Figure: Convergence of E(uNε ) et uNε et leurs développements asymptotiques.



Simulations numériques - Conditions transparentes

Pour λ = λN
ε (ω) (resp. λN

per et λN
per + ε

N

∑
j=1

(λN
j − λN

per )), on obtient

uNε (ω, ·) (resp. uNper et uapproxε ).
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Figure: (a) Solution u dans [−1, 0] avec des conditions DtN exacte et

approchées pour ε = 0.05, (b) Densité de probabilité de
uε − uapproxε
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quand ε→ 0.



Conclusion et perspectives

· Approximation en loi de la solution dans un milieu périodique
unidimensionnel absorbant pour deux types de perturbations

· Perspectives :
- Extension aux milieux non absorbants quand la fréquence est dans

les trous spectraux de l’operateur périodique considéré

- Extension aux dimensions supérieures : en cours pour le régime
d’homogénéisation

Merci pour votre attention!
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