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Probleme de mouillage
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Loi d'évolution. Formulation biphasique

Energie de périmétre

E(t) = {Per(Q(t)) en dimension 2

Aire(2(t)) en dimension 3
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Loi d'évolution. Formulation biphasique

Energie de périmétre

E(t) = {Per(Q(t)) en dimension 2

Aire(2(t)) en dimension 3

Diffusion de surface

V(t) = Ay H(t)

@ Minimisation du périmétre/aire
o Flot de gradient H=1 de E

o Conservation locale de la matiére
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Loi d'évolution. Formulation biphasique

Energie de périmétre

E(t) = Per(Q(t)) en dimension 2
(t) = Aire(2(t)) en dimension 3

Diffusion de surface

V(t) = Ay H(t)

@ Minimisation du périmétre/aire
o Flot de gradient H=1 de E

o Conservation locale de la matiére

y
Difficulté
o Gestion explicite de 0 avec des conditions de bords sur ;s
o Difficile a gérer si le support solide est irrégulier. )
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Loi d'évolution. Formulation multiphase

E = a'stire(rs\/) + O'LsAire(rLs) + O'VLAire(rVL)

L
1
=5 ZU,-J-Aire(F,-j) Cas général a L phases
ij=1
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Loi d'évolution. Formulation multiphase

E = Ustire(rs\/) + O'LsAire(rLs) + chLAire(FVL)

L
1
=5 ZUUAire(F,-j) Cas général a L phases
ij=1

Diffusion de surface. Version multiphase

- Vi(6) = 0y, i)
y
Principe
© Gestion naturelle de 6
o Le support solide fixé par les mobilités v, s = vys = 0
© Pas de complexité supplémentaire liée a la régularité du support solide )
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Méthode champ de phase

Idée : régularisation
o Approximer la fonction indicatrice 1o par une fonction us réguliere.

2 2
Pour W(s) = @

1 — tanh (d(X’Q))

ue = q(d(x,Q)) = 5 2

o Approcher I'énergie de périmétre E(1g) par

€ 1
Ec(us) = / 5|Vu5|2 + EW(ug)dx
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Equation de Cahn-Hilliard
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Equation de Cahn-Hilliard

Modica-Mortola77]

EE c—0 > E

Flot H l lr ot H™!

?
Ou ==V E.(u)--<-:5-» V(t) = =Appy H(1)
Systéme de Cahn-Hilliard Classique
20 u = Ap q
(C-CH) : (Flot de gradient H™" de E.)
w=W'(u)—e?Au
D
Probléme [Pego 89], [Alikakos 94]
Lorsque € — 0, (C-CH) ne converge pas vers la diffusion de surface mais vers
Ap=0sur Q/T,u=H
Mullins-Sekerka : H /Mo
Vo = [Vnu] 4
y
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Dérivation du flot de gradient H=! selon la structure induite par
<f,g >H1:/I\/IVf-ngx
0

ou I'on introduit une dépendance en u dans M.
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Dérivation du flot de gradient H=! selon la structure induite par
<f,g >H1:/I\/IVf-ngx
0

ou I'on introduit une dépendance en u dans M.

Systeme de Cahn-Hilliard avec mobilité

€20¢u = div (M(u) V)

(Flot de gradient H~! de E.)
p=W'(u)—e2Au ©

(M-CH) : {
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Dérivation du flot de gradient H=! selon la structure induite par
<f,g >H1:/I\/IVf-ngx
0

ou I'on introduit une dépendance en u dans M.

Systeme de Cahn-Hilliard avec mobilité
2 .
e“0ru = div(M(u)V
pachy {00 = M
u= W(u)—e*Au

(Flot de gradient H~! de E.)

V.

Propriétés du modele

o Modegle variationnel : L E. (u)dx = 75—13 f M(u)|Vu|? <0

dt —¢

o Conservation de la masse : % f udx = e% fdiv(M(u)Vy) =0

A
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Question
Quel choix faire pour la mobilité M ? J

Exemples de mobilité : M(s) = s(1 —s), M(s) = [s(1 —s)],, M(s) = s*(1 —s)°.
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Question
Quel choix faire pour la mobilité M ? J

Exemples de mobilité : M(s) = s(1 —s), M(s) = [s(1 —s)],, M(s) = s*(1 —s)°.

Choix de la mobilité M

@ Pour avoir la bonne vitesse, il faut que M soit doublement dégénérée :
M(0) = M(1) = M’(0) = M'(1) =0

@ Plus I'ordre de mobilité est élevé, plus la vitesse de I'interface est faible.
o M(s) = s?(1 — s)? est le choix optimal.
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Question
Quel choix faire pour la mobilité M ? J

Exemples de mobilité : M(s) = s(1 —s), M(s) = [s(1 —s)],, M(s) = s*(1 —s)°.

Choix de la mobilité M
@ Pour avoir la bonne vitesse, il faut que M soit doublement dégénérée :
M(0) = M(1) = M’(0) = M'(1) =0
@ Plus I'ordre de mobilité est élevé, plus la vitesse de I'interface est faible.

o M(s) = s?(1 — s)? est le choix optimal.

Dans ce cas, le modéle (M-CH) vérifie:

us(x,t) =gq (@) + O(e)
Ve = Ar(t) H(f) —+ O(é‘)
Vol(2(t)) = Vol (22(0)) + O(e)
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Probléme 1

Profil et propriété de positivité. J
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Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Probléme 1
Profil et propriété de positivité. J
Probléme 2
Conservation du volume et structures fines. J

1=a725%000 1=2017007 16503008

Biphasique : Modéle 9/ 23



Equation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée

Probléme 1

Profil et propriété de positivité. J
Probléme 2

Conservation du volume et structures fines. J
Question

Que faire pour améliorer la précision du modele ? J
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Nouveau modele de Cahn-Hilliard d'ordre 2

Dérivation du flot de gradient H~! selon la structure induite par
<f,g >H3: /MV (Nf) -V (Ng) dx

ou I'on introduit une dépendance en u dans M et N.
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Nouveau modele de Cahn-Hilliard d'ordre 2

Dérivation du flot de gradient H~! selon la structure induite par
<f,g >H3: /MV (Nf) -V (Ng) dx

ou I'on introduit une dépendance en u dans M et N.

Systéme de Cahn-Hilliard avec deux mobilités
€20ru = N(u) div (M(u)V (N(u)w))
w=W!'(u)—2Au

(NMN-CH) : {

avec W(s) = M M(s) = s?(1 — s)2.
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Nouveau modele de Cahn-Hilliard d'ordre 2

Dérivation du flot de gradient H~! selon la structure induite par
<f,g >H3: /MV (Nf) -V (Ng) dx

ou I'on introduit une dépendance en u dans M et N.

Systéme de Cahn-Hilliard avec deux mobilités
€20ru = N(u) div (M(u)V (N(u)w))
w=W!'(u)—2Au

(NMN-CH) : {

avec W(s) = M M(s) = s?(1 — s)2.
y

Propriétés du modéle
@ Modele variationnel : %Pe(u)dx = —E% fM(u)|V(N(u)u)|2 <0
o Conservation de la masse : Pour G(s) = fos \/2W/(t)dt,

Y e = /div(M(u)V(N(u)u)) —o

dt €2
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Nouveau modele de Cahn-Hilliard d'ordre 2

Question
Quel choix pour N ? J
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Nouveau modele de Cahn-Hilliard d'ordre 2

Question
Quel choix pour N ? J

o Dans les développements asymptotiques pour le modéle (M-CH), le terme
d’erreur d'ordre 1 U; satisfait I'équation

8ZZU1 - W“(q(z))Ul = (_CW - q/(Z))H

Comme le membre de droite est non nul, U; # 0.
@ Pour le modéle (NMN-CH), U; satisfait

02z Ur — W' (q(2)) U1 = [—m
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Nouveau modele de Cahn-Hilliard d'ordre 2

Question
Quel choix pour N ? J

o Dans les développements asymptotiques pour le modéle (M-CH), le terme
d’erreur d'ordre 1 U; satisfait I'équation

022U1 — W“(q(z))Ul = (7CW - q/(Z))H

Comme le membre de droite est non nul, U; # 0.
@ Pour le modéle (NMN-CH), U; satisfait

0z, U — W”(q(z))U1 =0

Choix de N

1 1

YO T e
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Nouveau modele d'ordre 2

Propriétés modele (NMN-CH)

us(x,t) =gq (@) + O(£?)
Ve = Ar) H(t) + O(e)
Vol(Q(t)) = Vol(22(0)) + O(£?)
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Nouveau modele d'ordre 2

Propriétés modele (NMN-CH)

e t) = a (D) 1 o)
Ve = Ary H(t) + O(e)
Vol ((t)) = Vol(£2(0)) + O(?)
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Nouveau modele d'ordre 2

Propriétés modéle (NMN-CH)

wet) = q (22D 1 o)
Ve = Al'(t)H(t) + O(¢)
Vol(Q(t)) = Vol(22(0)) + O(?)

1=3.72530-09 1220117007

1=1.65030-06 1=4.9509¢-06
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Schémas numériques

En posant B(u) = f%V(Iog(M(u)), on définit

1 1
JC(N):E/’"|V#|2+§/BM2

Je(u):/uB(U)VH%/(IB(U)I2—B) u2+§/(1—m)\w2

1
Ec(u) = 5 /5\Vu\2 + §u2

Reformulation convexe-concave

On peut reformuler le modéle (NMN-CH) sous la forme :

Oru = =VyuJe(p) = ViuJe(n)
p = VyEc(u) + VyEe(u)

Pour o > maxs W (s) m, 8 suffisamment grands, (Jc, Je) et (Ec, Ee) forment des
couples de fonctionnelles convexes et concaves.
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Schémas numériques

Basé sur le principe
o Convexe — Implicite
@ Concave — Explicite

Le schéma de discrétisation obtenu
un+l —

ot
1
Hn+1 _ (7ALI"+1 + %unJrl) + ? (Wl(un) _ aun)

n

L= mapt = Bt 4 [N(") div (M(u")V (N(u")i")) — mAw" + By

est inconditionnellement stable en pratique.

y
Méthode numérique

Les termes en (u"“,,u”“) sont associés avec des opérateurs linéaires. On peut donc
résoudre le systeme efficacement dans I'espace de Fourier. )
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Exemple de code

clear all

%%%%%%%%%%%%%%%%% Numerical parameters % % % % % % % % % % % % % % %% % %% % % %% %
N = 279; epsilon =1/N; dt =epsilon™4; T =1;

% % % % % % % % % % %% % % % %% Double well potential, mobilities % % % % % % %% % % %

W = @(U) 1/2%(U.x(U-1))."2;

W_prim = @(U) (U.x(U—1).%(2xU—1));

MobM = @(U) ((((U).¥(1—U))."2+epsilon”2) );

MobN = @(U) 1./sqrt(MobM(U) );

CONOUIPWN -

10 %% % % % % % % % % % % % %% Fourier operators %% %% % % % %%
11 | k= [0:N/2,—N/2+1:—1]; [K1,K2] = meshgrid(k,k);

12 | Delta 4xpi 2% ((K1.72 + (K2). Az));
13 | alpha = 2; beta = 1/epsilon™2; m = 1;
14 | M_LNMN = 1. /(1 + dtx(m#Delta — beta) #(Delta — alpha/epsilon”2));

16 % % % % % % % % % % % % % % % %% % Initial condition %% % % %% %% % %%

17 | U = rand(N,N); U_fourier = fft2(U);

18 | Mu = zeros(N,N); Mu_fourier = zeros(N,N);

19 % %% % % % %% %% % % %% % % % % Scheme loop %% %% % % % %% %%

20 | fori=1:T/dt,

21 mobMU = MobM(U); mobNU = MobN(U);

22 | sqrtM = sqrt(mobMU); sqrtM_fourier = fft2(sqrtM);

23 | nablal_sqrtM= real(ifft2(2xpi*1ixK1.+sqrtM_fourier )); nabla2_sqrtM= real(ifft2(2+pi*1ixK2.xsqrtM_fourier ));

25 | muN_fourier = fft2(Mu.*mobNU); muN = real(ifft2(muN_fourier));

26 | nablal_muN = real(ifft2(2+pi*1ixK1.xmuN_fourier )); nabla2_muN = real(ifft2(2+pi*1i*K2.xmuN_fourier ));
27 | laplacien_muN = real(ifft2(Delta.*muN_fourier ));

28 | NdivMgradNMu = sqrtM.xlaplacien_muN + 2x(nablal_sqrtM.#nablal_muN +nabla2_sqrtM.xnabla2_muN);

30 | Bl = U_fourier + dt«(fft2(NdivMgradNMu) — (m«Delta—beta).*Mu_fourier);
31 | B2 = fft2(W_prim(U)/epsilon~2 — alpha/epsilon~2%U);

33 | U_fourier = M_LNMN.*(B1 + dt*(mxDelta—beta).xB2);

34 | U = real(ifft2(U_fourier));

35 | Mu_fourier = M_LNMN.#((alpha/epsilon~2 — Delta).*B1 + B2);
36 | Mu = real(ifft2(Mu_fourier));

38 | end

Biphasique : Modél



Simulations en biphasique

Simulation du code précédent.
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Simulations en biphasique

Simulation du code précédent. [

Exemple de démouillage en 3D. [
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Passage au multiphase

On suppose :

@ Les tensions de surfaces additives
oij = 0j + 0j

o Les coefficients de mobilité harmoniquement additifs
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Passage au multiphase
On suppose :
@ Les tensions de surfaces additives
oij = 0j + 0j

o Les coefficients de mobilité harmoniquement additifs

Cas du mouillage

@ En dimension 3, sous réserve que |'inégalité triangulaire soit vérifiée, on a

o +01s —ovs

o) = ———= >0
L 2
o oy +0ovs —ois >0
2
g, g — O
os = Ls + ;/s LVZO

o Les coefficients de mobilité servent a fixer la phase solide

(vLv,vis,vvs) = (1,0,0)
(VL7VV7V5) = (27270)

v
Multiphase : Modéle 17/ 23



Passage au multiphase

Reformulation du probléme

L
1 Z .
E(Ql,--- ,QL) = 5 a,-jAlre(F,-j)
i,j=1

L

1 .
=5 Z okAire(Ty)

k=1
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Passage au multiphase

Reformulation du probléme

L
1 .
5 E aijAire(ly)

ij=1

L
1 .
=5 E okAire(Ty)
k=1

E(S,--- Q)

Modele (NMN-CH) multiphase

L'énergie de Cahn-Hilliard multiphase associée est

L
E-(u) = ;kzak/ (519w + Zw(wo)
=1

Le modele (NMN-CH) résultant est

20euy = vicN(uk) div (M(ux)V (% N(ui) ik + A))
Mk = W'(uk) — EZAuk

Multiphase : Modéle 18/ 23



Passage au multiphase

Propriétés du modéle

Proche de I'interface I, la solution u vérifie

v=g (dist(:7 Q,-)) i (’)(52)

dist(x, Q;
u=1-q S

) + O(?)
u = O(e?)

1
—Vjj = 0jjArHj + O(e)
Vij
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Passage au multiphase
Propriétés du modéle

Proche de I'interface I, la solution u vérifie

=g (dist(x, Q,-)) +0()

€
dist(x, Q;
1o (FE0) oy
u = O(e?)
1
—Vjj = 0jjArHj + O(e)
vij )
Schéma numérique
un+1 un+1
% = vk [mA — B (@MZH 4 >\"+1) — [mA — 5] (UkMZ I A") +
t

+ vicN(up) div (M(up)V [oxN(up)ug +A"])

a 1
pitt = (_Augﬂ + ?u;“) += (W' (uf) — aup)

Z u,’(’Jrl = (Détermine \"+1)
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Influence des coefficients de mobili

= 3.7253e-09 =1.1001e-05

05 2
e 0.4 18
14 03 6
12 0.2 14
1 -0.1 12
0 1
08
01 08
086
0.2 06
04
03 04
02 04 02
0 05
5 o 0.5 05 0 05

4.4003e-05 9.9003e-05

05 2 05 2
0.4 18 0.4 18
03 16 03 16
02 14 0.2 14
0.1 12 0.1 12

0 1 0 1
0.1 08 01 08
02 06 02 06
03 04 03 04
0.4 02 04 02
05 05

05 0 05 05 0 05

Multiphase

05




Influence des coefficients de mobilités

2éme choix
vs =0, vy =vy=1

t =3.7253e-09 t=1.1001e-05
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14 0.3 16
12 0.2 14
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0 1
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04 18 04 18
03 16 03 16
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o1 08 01 08
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-0.5 0 05 05 0 05

Multiphase : Simulations




Influence des tensions de surfaces sur |'angle de mouillage

ler choix
os=oys=o =1

t = 3.7253e-09 t=0.00011
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Influence des tensions de surfaces sur I'angle de m

2eme choix
oys = 1A9, O|s =01y = 1

t = 3.7253e-09 t=0.00011
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Influence des tensions de surfaces sur |'angle de mouillage

3éme choix
os =19, oy =oys =1

t = 3.7253e-09 t=0.00011
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Influence de la tension de surface

ler choix
oLs=ovs=o =1

t =3.7253e-09 t = 2.2016e-06

t = 8.8029e-06 t = 1.9804e-05




Influence de la tension de surface

2éme choix
oys =17, ois=owv =1

t = 3.7253e-09 t = 2.2016e-06

t = 8.8029e-06 t = 1.9804e-05




Influence de la tension de surface

3éme choix
ois =17, oys=ow =1

t = 3.7253e-09 t = 2.2016e-06

t = 8.8029e-06 t = 1.9804e-05




Influence du suppo

Avantage de la méthode

Pas besoin de gérer I'angle de contact avec des conditions aux bords. J

ler choix

t =3.7253e-09 t = 2.2016e-06

t = 8.8029e-06 t = 1.9804e-05
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Influence du suppo

Avantage de la méthode

Pas besoin de gérer I'angle de contact avec des conditions aux bords. J

2éme choix

t =3.7253e-09 t = 2.2016e-06

t = 8.8029e-06 t = 1.9804e-05
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