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mEin {P(E)—F/EXEG(x—y)dxdy | B :m}

- E C R™ de périmétre fini, n > 2
* G(z)=g(|z]) > 0
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min {P(E)—i—/ Gz —y)dzdy : |E| :m}
E ExE
- E C R™ de périmétre fini, n > 2
* G(z) =g(|z|) = 0
p Compétition

- P:terme local attractif, minimisé par les boules
- terme non local répulsif, maximisé par les boules si g \,
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min {P(E)—!—L// ;dxdy : ECR3, |E| —m}
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p 30 <my <mytq
- m <m,; = existence d'un minimiseur
- m >m, => non-existence (fission)
» Généralisations/variantes
- Riesz': R, (z) = ——, a € (0,n), non intégrable a l'infini

- |z’

b Vo € (0,n), Imy > 0, (m < m, = [B],, unique minimiseur)
b Vo € [n—2,n), Im, >0, (m >m, = non-existence)
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p Modele de «goutte liquide» de Gamow pour le noyau atomique

min {P(E)—FL// ;dxdy : ECR3, |E| —m}
Z 87 JexE T — Yy

p 30 <my <mytq
- m <m,; = existence d'un minimiseur
- m >m, => non-existence (fission)
» Généralisations/variantes
- Riesz': R, (z) = ——, a € (0,n), non intégrable a l'infini

- |z’

b Vo € (0,n), Imy > 0, (m < m, = [B],, unique minimiseur)
b Vo € [n—2,n), Im, >0, (m >m, = non-existence)

- G a support compact : toujours existence?

TKNUPFER, MURATOV, JULIN, FIGALLI, FUSCO, MAGGI, MILLOT, MORINI, LU, OTTO, BONACINI, CRISTOFERI
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Noyaux fortement décroissants

» Noyaux de Bessel B, ,, proposes®, a, k > 0.
-soMUonde(kanA)%f::%
. Buh(x> ~o CKJLRQ(‘I)Y o€ (07 n)
- décroissance exponentielle a l'infini = B, . € LY(R")

a,k

3 -
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Noyaux fortement décroissants

» Noyaux de Bessel B,, , proposés’, a,, x > 0.

- solution de (Id — HA)%f =0,

. Buh(x) ~o CK,TLRa(x)Y o€ (07 n)

- décroissance exponentielle a linfini = B, € L'(R")
» G assez «deécroissant» a l'oco

—> existence de minimiseurs de grande masse ?

p» Hypothéses générales sur G

1. G € L*(R™), radial

2. |z|G(x) € LY(R™), et (quitte @ G ~» vG), on fixe

i 5= /R |z|G(z)dx = K,,

3 -
KNUPFER, MURATOV et NOVAGA 2016
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Reformulation du probléeme

p Ona

/ Gz —y)dzdy = |G| L1 gn) | E] — // y) dz dy,
ExE

donc
min {P(E)+’y// G(r—y)dzdy : |E]| :m}
E 0 E‘><EII

in  {P(E) = 7Pg(E) : |B|=m}
ﬁ rescaling
in  {P(E) 7P (B) : || =By}, ()

avec ¢ := (%)U", G, (z) := e "G(e ).
b m— o0 <= —0.
4110



Péerimetre non-local

p Imaginons spt G C By, alors

Pg (B) = // G.(x —y)drdy =~ périmétre

z,y € (B.+9E)
ExE°
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ExE°
B Posant p(t) := tg(t), p(t) ==& "p(c~'t), on a

1 )—1
// L@ =L@, g,
R™ xR™ |z—y|

lm e —0* (choixdeK,)

[ 10151 = Pee)
e—0

» (P—7yPg )(E) —> (L—7)P(E).
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Minimiseurs de grande masse

Théoréme (M.P. 2020)

Siy < 1,ilexistee, = e.(n,v,G) tq, Ve < g,, (x) admet un
minimiseur. De plus, pour e < e, tout minimiseur E_ est connexe et
vérifie, a translation pres,

ol d(e) — 0.
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vérifie, a translation pres,

ol d(e) — 0.

p Tout minimiseur E. est quasi-minimiseur du périmétre, c-a-d

A(n, G,)
€]

P(E,; B,(z)) < P(F; B,(x)) + |EAF],
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Minimiseurs de grande masse

Théoréme (M.P. 2020)

Siy < 1,ilexistee, = e.(n,v,G) tq, Ve < g,, (x) admet un
minimiseur. De plus, pour e < e, tout minimiseur E_ est connexe et
vérifie, a translation pres,

ol d(e) — 0.

p Tout minimiseur E. est quasi-minimiseur du périmétre, c-a-d

P(E.; B,(z)) < P(F; B,(z)) + w

[EAF,
pour tout Ft.q. EEAF CC B,.(x).

» — régularité partielle® (non-uniforme) : 9E_ est loc. chz
en-dehors d'un ensemble de dimension <n — 8

STAMANINI 1982, AMBROSIO et PAOLINI 1999, RIGOT 2000a,b 6/10
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Existence & CV

» Onpose F, . :=P—vPg
p ¢ petit fixe, (E,) suite minimisante
. LY(R™) ) ‘
LSiE, —> E, F,.(E) =infF, _ parsci et|E| = |B|
— existence de minimiseur

p Or
‘Fw,e(Ek’) < ]:'y,s(Bl)
y
== P(Ey) — P(B,) < 1Ty(P(Bl) — Pg_(By) )
D(E,)=déficit isopérimétrique — 0

p D'ou (E,) bornée dans BV

= CV LllOc : /\ masse peut s'échapper a l'co
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Minimalité de B, ?

p Conjecture : pour v < 1,3e, > 0, Ve < ¢,, B, est l'unique
minimiseur de (x) ?
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Minimalité de B, ?

p Conjecture : pour v < 1,3e, > 0, Ve < ¢,, B, est l'unique
minimiseur de (x) ?

p Vrai parmi les ensembles a-quasi-sphériques E C R", « petit :

(1 +u(z))z

- |E| = |Bl|,/xdw:0
E
cOE={(1+u(z)z:ze€ 5" '}

- u € Lip(S"™™1)
avec [+ [V, tfo < .

8/10



Minimalité de B, en dimension 2

Proposition (Convexité)

Supposonsn =2 et~y < 1. Il existee, = ¢,(G,~) t.q. pour tout
€ < e,, tout minimiseur de () est convexe.
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Minimalité de B, en dimension 2

Proposition (Convexité)
Supposonsn =2 et~y < 1. Il existee, = ¢,(G,~) t.q. pour tout
€ < e,, tout minimiseur de () est convexe.

p Convergence Hausdorff du bord = convergence W1
L tout minimiseur E_ est a(e)-quasi-sphérique, ot a(e) — 0.

Théoréme (Minimalité)
Supposons n=2et~y < 1 Il existee, = ¢,(G,v) t.q. pour tout
e < ¢,, lunique minimiseur de (x) est B;.

9/10
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Convexité des minimiseurs

p Par slicing : pour chaque direction o € St :

» &!:=P'— P! fonctionnelle «critique» 1D
L ona&l( )< EH===)
» /\ si E. non convexe, |co(E.)| > |B]
b pour [t.co(E,)| = By, F, . (tco(E,)) < F, .(E)
= E_convexe

10/10
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Variations 1ere et 2nde

» Ftant donné X € C>°(R™;R™), et son flot ®, : R® — R™,
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0, ®,(7) = X(®@,(x))
(I)U(x) =,
on définit B, := ®,(E).
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d

E)X]:=— E
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Variations 1ere et 2nde

» Ftant donné X € C>°(R™;R™), et son flot ®, : R® — R™,
0, ®,(7) = X(®@,(x))
(I)U(x) =,
on définit B, := ®,(E).
» Pour E a bord C? et X dont le flot préserve |E|, on définit
d

5]:7,5(E>[X] = & o ]:'y,a(Et)

2 d?

6°F, (B)[X] = w F, e (Ey).
t=0

» B, estun point critique de F, , c-a-d
0F, (B)[X] =0

pour tout X dont le flot préserve le volume.
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Définition
On dit que B est un point critique stable de F, _ si pour tout X
dont le flot préserve le volume de By, on a 62]-'%5(B1)[X] > 0.
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Définition
On dit que B est un point critique stable de F, _ si pour tout X
dont le flot préserve le volume de By, on a 62]-'%5(B1)[X] > 0.

Proposition
Ilexiste e; = e,(n,7,G) > 0 tel que
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Seuil de stabilité de la boule

Définition
On dit que B est un point critique stable de F, _ si pour tout X
dont le flot préserve le volume de By, on a 62]-'%5(B1)[X] > 0.

Proposition
Ilexiste e; = e,(n,7,G) > 0 tel que

* Siy > 1, By est un point critique instable de F _ pour toute < &;;

* siy <1, By est un point critique stable de F., _ pour tout & < &;.

» Si G estasupport compact ety > 1, pour € < &, (x) admet un
minimiseur qui n'est pas B,
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Stabilité/instabilité de B,

p Sile flot de X préserve le volume de By, on a
8 F, o(By)[X]
:/ |v7'uX|2d%n_1 - (('Ailztn, 1 (% an 1> / U%( d%”_l
Gn—1 - S Jon—1

. 2
—’Y// |UX(x> uX(y)| n5(|x_y|)d%Infl d%/ynfl.
So=ilsSo=t )

|z — y|?

OL] Ux = (X . VBI)' et
G=n-1 o= [ wlo—udzy wes
Z gn—

~(n-1)

n(r) = rig(r), n(r)=c¢ n(e~tr).

» (1.).-o approximation de lidentité en dim. (n — 1)
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Instabilité pour vy > 1

Proposition
Pour tout w € H*(S"™),

_ 2
JL o MO e g ar g
Grn—1 5 Gn—1

|z —y|2
e—0 9 1
28 [ voupdzn,
Sn—l
2
o
SR / 2ol o=yl dzrt d
Snl STL1 |2

e—0

——n—1=¢2

Snfl
b Ainsi §°F, (B,)[X]

e—0
— (1—7) (/ |VTuX|2d%”—1—c§n,1/ uid%"*)
Sn—1 Gn—1

62P(B,)[X] >0
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Stabilité pour vy < 1 (1)

» Pour tout X, lim_ ,, 6>F, (B;)[X] >0
L oonveute, tq,e<e; = VX,6°F, (B))[X]>0
p Décomposition en harmoniques sphériques
© 8, : harmoniques sphériques de degré k, (Y)!);cq1..q) base de S,

d(k) i
CUx =D pen 2oin1 O (ux)Yy
d(k)

= / IV ux|?d7Z™ ! = Z Z lpai (uy)?, l,=k(k+n—2)

gn-1 keN i=1



Stabilité pour vy < 1 (1)

» Pour tout X, lim_ ,, 6>F, (B;)[X] >0
L oonveute, tq,e<e; = VX,6°F, (B))[X]>0

p Décomposition en harmoniques sphériques
Sy : harmoniques sphériques de degré k, (Y))icq1, 4

d(k) i
Uy =D pen 2im1 W (ux)Yy
d(k)

:’/ IV uxPdzm =33 hal(uy)?, h=kk+n—2)

keN i=1

)y base de S,

gn—1

p Par la formule de Funk—Hekke

62‘7 Z Z 7“5,k - (ll - 7#5,1))a2(u)2

ou

Y, (z) — Y, (y)|? _ e
pe= [ B (o yhamyt azy

|z —y|?



Stabilité pour vy < 1(2)

Proposition
Ona

_ 2
JL o O ety
Sn-1xGn-1

|z —yl?
<(1+ qn(S))/ IV, ul?dz ",
Sn—l
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ou ¢, () — 0 ne depend que de n et G.
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Stabilité pour vy < 1(2)

Proposition
Ona

_ 2
JL o O ety
Sn-1xGn-1

|z —yl?

< (1+qn(s))/ 'V, ul>dZ™ !,
Sn—1

e—0
ou ¢, () — 0 ne depend que de n et G.

» Donc p p < (1+q,(e))ly, et d'autre part p,; =1, + o(1)
= 62?’}/,5(31)[‘)(]

oo d(k)
> k; ; [lk(l — (1 + g,(€)) — 1y (1 — (1 + o(1))) } i (u)?

> (l;—1)(1=7)+0(1)>0




Stabilité pour vy < 1(2)

Proposition
Ona

_ 2
JL o O ety
Sn-1xGn-1

|z —yl?

< (1+qn(s))/ 'V, ul>dZ™ !,
Sn—1

e—0
ou ¢, () — 0 ne depend que de n et G.

» Donc p p < (1+q,(e))ly, et d'autre part p,; =1, + o(1)
= 62?’}/,5(31)[‘)(]
oo d(k) 4
>33 [0 =11+ ,0) — (1 =41 + (1) | e (w)?
k=2 i=1

> (l;—1)(1=7)+0(1)>0
= stabilité pour ¢ petit
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Diminution de l'énergie par convexification (1)

» Onpose &; = P — Pg, desorte que 7, . = (1 —7)P + &g,

zl/SI/RPl(EU’t)dtdf/l(o),

ol PY(E,,) = Z°(0E,,), e

p On peut réécrire

E, .= {SE R : tal-i-saeE},

p Posant p(r) = rg(r),

Po(E) = %/SI[R</MXECtr—sg(|r—s|)drds) dt 47 (0)
é/.? ) dtd7 (o).
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E,(J) < E,(D).
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Diminution de l'énergie par convexification (2)

» Donc avec £, := P' — P,

1
f(B) =5 [ [EE,0aa70)

Proposition (Convexification en dim. 1)
Si J C R est un ensemble borné de périmétre fini, alors pour tout
intervalle I contenant J, on a

E3(J) < E(D).

» Conséquence :si E C R? est connexe, E4(co(E)) < Eq(F)
= Fe(co(E)) < F, (E)



Diminution de l'énergie par convexification (2)

» Donc avec £, := P' — P,
1 :
£olB) = 1 / ENE, ) dt d7 (o)
S

Proposition (Convexification en dim. 1)
Si J C R est un ensemble borné de périmétre fini, alors pour tout
intervalle I contenant J, on a

E3(J) < E(D).

» Conséquence :si E C R? est connexe, E4(co(E)) < Eq(F)
= Fe(co(E)) < F, (E)

> A\ Jeo(E)| > |E|?



Diminution par redimensionnement d’un convexe (1)




Diminution par redimensionnement d’un convexe (1)




Diminution par redimensionnement d’un convexe (1)

- / / Girre)(@ — 1)y — 2) - vp(y) A} do
E JOE
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Diminution par redimensionnement d’un convexe (1)

_.1 \
» Si E convexe fixé a bord C? =: SR (tE)

/ /G (x—vy ) ()dxd}Z/1

2

~ | ( / Gz —y)y—2) d) vp(y) A7)
OF {reR2: (y—z)vg(y)>0} (

- P(E)/R _ G@)lalde = P(B)



Diminution par redimensionnement d’un convexe (1)

» Ona > P(E)(1—=v40(1)) >0
d 4
. dt [‘Fms(tE)] = P(E)— dt [PG’ (tE>]
O; < tP(E)
< [Pe,(tB)] = % P¢_(E)

.1 :
» Si E convexe fixé a bord C? = R (tE)

//G (@ —y) (y—2) -vey) 5(y) do 7}

2

ﬁ/ (/ . - G(r—y(y—=z) da:) vg(y) d7)
OE \ HzeR? : (y—z)vp(y)>0}
P(E)/R ) G(z)|z|dx = P(E)
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donc pourt =14 O(d(e)),
ol

L[, (tF)] 2 P(F) = (1 +o(1)) P(F) > 0

€

p ICi F:=co(E), ett<1tq. |tco(E)| = |B]
= F,c(tco(E)) < F, (co(E)) < F, (E)



Diminution par redimensionnement d’un convexe (2)
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P(F) =2 R.(F) = P(F) — O(4(¢)),
donc pourt =14 O(d(e)),
ol

L[, (tF)] 2 P(F) = (1 +o(1)) P(F) > 0

€
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Diminution par redimensionnement d’un convexe (2)

> Si Fest convexe et By 5,y C F C By 4. 0na
P(F) =2 R.(F) = P(F) — O(4(¢)),
donc pourt =14 O(d(e)),
ol

L[, (tF)] 2 P(F) = (1 +o(1)) P(F) > 0

Y,€
p ICi F:=co(E), ett<1tq. |tco(E)| = |B]
= F,(tco(E)) < F, (co(E)) < F, (E) si |E|<|co(E)

— FE convexe



Les minimiseurs sont quasi-sphériques

p OF est un graphe au-dessus de la sphére
3E:{O+u4@ﬁ::xeghﬁ,

00 flu oo < 25(e).

7FUGLEDE 1989



Les minimiseurs sont quasi-sphériques

p OF est un graphe au-dessus de la sphére
OF = {(1 +u(2z))z € S’”"l},
0l Jlufgo < 26(e).
» Par convexité de E, on a°

14 [ucfco

IV, uler <2 (3
T

) Il =0 (50)%).

donc |u.|cr = o(1).

7FUGLEDE 1989



Minimalité de B, parmi les ensembles quasi-sphériques (1)

> 9B, = {1+t (@) : €5 ] Julor < 3,0<t, <o(1)



Minimalité de B, parmi les ensembles quasi-sphériques (1)

» OF, = {(1 +tu(z))r : x € Snfl},

ucllon < % 0<t, <o(l)

‘PGE (Eg)

. 1+tu(x) oo
= // dy/;z—l d/cy/yn—l / dr / dp Gs (I:L _ P”y)T'”_lp"_l.
: 0 J1

gn—1ygn-1 +tu(y)



Minimalité de B, parmi les ensembles quasi-sphériques (1)

» O0E. = {(1 +tu(x)r : x € gn-t

uclen < 3,0 < ¢, < o(1)

‘PGE (Eg)
1+tu(x) oo
[/ d;?/;L—l d;/yn—l / dr / dp Gs (I(L _ py>7,n—1pn—1'
0 1

Gn-1yxgn-1 J1+tu(y)

b = sit<t,(n,G),
Pg (E.) = Pg_(By)

< g ((1 + oWV, ulZsgnry = ((R=1) = 0<1))”u”§12(8n—1))

+ 8 IVt gy + Tl ) -



Minimalité de B, parmi les ensembles quasi-sphériques (2)

p Egalement
P(E,) — P(By)
t
> = (IV 4l sig0y = (0 = Dl

— 8 (IV, a2y + N2y )



Minimalité de B, parmi les ensembles quasi-sphériques (2)

p Egalement
P(E,) - P(By)
> £ (19, g0y — (= D))
— 8 (IV sy + [0l2a5ny )

p Avec l'estimée sur Pq. (E.), on obtient

FopelBo) = Fy o(By) 2 (1 =) (19, 6l gy + [0l2a50y)



Minimalité de B, parmi les ensembles quasi-sphériques (2)

p Egalement
P(E,) — P(B,)
> £ (19, g0y — (= D))
— 8 (IV sy + [0l2a5ny )
p Avec l'estimée sur Pq. (E.), on obtient
Fre(Be) — Foo(Br) 2 1_6(1 —7) <||V ullZ gy + Hu||2Lz<gH>>

= t.=0, ca-d B;unique minimiseur.
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