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Le nombre de reproduction dans un modele homogeéne

Hypothese du modele homogene

Tous les individus partagent les méme caractéristiques (temps de guérison,
infectiosité, ...) et se mélangent de maniére homogene.

.

Définition (Nombre de reproduction de base Ry)

Le nombre de reproduction est le nombre moyen de personnes qu’un
individu va infecter au cours de sa maladie quand tout le reste de la
population est susceptible.

Théoreme

| A\

@ Si Ry > 1, alors I'épidémie progresse.

e Si Ry <1, alors I'épidémie régresse.

.
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L'effet de la vaccination

Hypothese

On dispose d'un vaccin parfait, i.e., il immunise complétement les
individus.

Si I'on vaccine une proportion v d’individus alors le nouveau nombre de
reproduction (dit effectif) est donné par la formule :

Re(v) = (1 - v)Ro. (1)

Théoreme

Si la proportion de personnes vaccinées (immunisées) est plus grande que
1 —1/Ry alors I'épidémie régresse.
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Examples de valeurs du seuil d'immunité de groupe

La formule donnant le seuil d'immunité de groupe est :

HIT =1 —1/R,. (2)

Maladie Transmission Ro HIT
Rougeole Voie aérienne 12-18 | 92-95%
Coqueluche Voie aérienne 12-17 | 92-94%
Polio Voie fécale-orale 5-7 80-86%
Covid-19 Voie aérienne 2.5-3.5 | 60-75%
Ebola Fluides organiques | 1.5-2.5 | 30-60%
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En réalité, la population n’est pas homogene. ..
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Figure — Matrice de contact dans une population [Mos+08]
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Modele de métapopulations

Hypothese et paramétres

La population est divisée en N groupes d'individus partageant les méme
caractéristiques et se mélangeant de la méme facon. K;; est le nombre
moyen d'individus du groupe j infecté par un individu du groupe i.

Définition

Le nombre de reproduction de base est alors donné par la formule :

| A\

Ro = p(K) = sup{|A| : A € o(K)}. (3)

Effet de la vaccination et nombre de reproduction effectif

vj : proportion de personnes vaccinées dans le groupe .

Re(v) = p(K Diag(1 —v)) (4)
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Un modéle de dimension infinie

Objet limite quand le nombre de groupes tend vers I'infini
Un noyau k : [0,1] x [0,1] — R tel que :

/k(x,y)2 dxdy < oo. (5)

k(x,y)dy représente le nombre moyen de personnes contaminées en dy
par un individu étiqueté par x.

Figure — Convergence de grands graphes denses [Lov12]
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L'opérateur intégral sur L2(]0,1]) associé a k est :

1
T o ogo (xo [ Rxxeh) ). (6)
Le nombre de reproduction de base est donné par :

Ro := p(Tx) = sup{|A|: A€ a(Tx)}. (7)

| A

Effet de la vaccination et nombre de reproduction effectif

Si on vaccine avec probabilité v(x) I'individu étiqueté x :
Re(y) = p( Tk(lfu)) (8)

Avec :

1
Tia-gl) = [ kixy)(t =)y,
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La proportion totale de personnes vaccinées est donnée par :

C(v) = /01 v(x)dx. (9)

Si I'on vaccine uniformément : Vx € [0, 1], v(x) = c alors, par homogénéité
du rayon spectral :

Re() = p((1~ ©)Ti) = (1~ )o(Ti)) = (1 - )R

Le HIT reste valable dans ce cas!

Peut-on atteindre I'immunité collective avec une proportion de personnes
vaccinées C(v) inférieure a1 —1/Ry?
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Stratégies de vaccination optimale

Si la société ne dispose que d'une quantité limitée de vaccin, elle peut

utiliser Re comme critére pour évaluer I'efficacité d'une stratégie et
résoudre le probleme suivant :

Lneig Re(v) (10a)
subject to C(v) <c, (10b)

A ={v:[0,1] —[0,1] mesurable}.
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Théoreme (JFD,PAZ,DD)
Pour tout ¢ € [0, 1], le Probléme (10) a une solution.

La preuve repose sur les résultats suivants :
e Théoreme de Banach-Alaoglu : A C L2 est faiblement compact.
e C: A —[0,1] est continue par rapport a la topologie faible.

o La famille {Ty1_,) : v € A} est collectivement compacte, i.e.,
I'ensemble suivant est compact :

U Tva-v)(B),

vEA

ol B est la boule unité de L2(]0,1]). D'aprés [Ans71], R. est donc
continu par rapport a la topologie faible.
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Théoreme (JFD,PAZ,DD)

Supposons k symétrique (i.e. k(x,y) = k(y, x) presque siirement). Si
o(Tx) C Ry alors Re est convexe. Si Ry est une valeur propre simple et
o(Tx)\Ro C R™ alors R. est concave.

A\,

Proposition (Vaccination sur les points extrémaux)

Si Re est concave, alors pour tout ¢ € [0, 1], il existe une solution au
Probléeme (10) qui appartient au point les points extrémes de A, i.e., de la
forme : v =14 ou A C [0,1].

v

Proposition (Rayon critique)

Si R. est convexe et v est solution au Probléme (10) pour un coiit
c = C(v) et telle que infv > 0. Alors, pour tout X € [0,1], 1 — XA + Av est
une solution au probléme (10) pour un coit 1 — X + Ac.
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Premier exemple : Opérateur de rang 1

Forme du noyau :
k(x,y) = a1(x)az(y).

On définit p(x) = ai(x)az(x). Le nombre de reproduction effectif est alors
donné par la formule suivante :

1
Re(v) = [ p)(1 = 1)) () (1)

Proposition

Pour tout ¢ € [0, 1], il existe une solution au Probléme (10) de la forme :
V= ]1p>a + bllp:a,

ouacR, etbel0,1].
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(a) Noyau k(x, y) = sin(x7/2)sin(ym/2). (b) Comparaison des strat. de vaccination
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Deuxieéme exemple : Noyau symétrique régulier

Le noyau est supposé symétrique et régulier, i.e, la fonction :

1
XH/ k(x,y)dy,
0

est constante.

Proposition

Si Re est convexe, alors pour tout ¢ € [0,1], la vaccination uniforme :
v(x)=c, Vxe€l0,1]

est solution du Probléme (10) avec une limite de coiit c.

| \

Conségence

Il faut au moins vacciner une proportion HIT =1 — 1/Ry pour atteindre
I'immunité de groupe dans ce modeéle.

A\
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(a) k(x,y) =14 cos(2m(x — y))
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(b) Comparaison des strat. de vaccination
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Modéle assortatif
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Modéle disassortatif
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(b) Comparaison des strat. de vaccination
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Un modele monotone

z C

(a) Noyau (b) Comparaison des strat. de vaccination
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