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Intégrales d’Abel

a ∈ R , x ∈ L2(0, 1) , Tax(t) =

∫ t

0
(t − s)a−1k(t, s) x(s)ds .

s

t

1

1

Ω
Ω = {0 ≤ s ≤ t ≤ 1}

Tax = y , ‖y δ − y‖ ≤ δ ,

x ∈ Hq(0, 1), ‖x‖Hq ≤ M .
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Intégrales d’Abel, problème inverse

T1x(t) =

∫ t

0
x(s)ds ,

T1x = S1x = y ,

y δ ∈ L2(0, 1), δ ∼ 0

Ici, il faut donner un sens à la dérivée de y δ pour inverser T1.
Plus généralement, l’opérateur Ta est compact, l’inverse n’est pas
continu.
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Stratégie de régularisation

Soit L un opérateur de x de dérivation d’ordre p, on s’intéresse à la
régularisation de type Tikhonov,

xδ,α = argmin
x
‖Tax − y δ‖2 + α‖Lx‖2 .

On choisit le paramètre α = α(δ) tel que l’erreur de reconstruction
est minimale

‖xδ,α − x‖ ≤ f (δ) .

4/31



Introduction Construction des échelles de Hilbert Projection de l’opérateur Numérique References Conclusion

Stratégie de régularisation

xδ,α = argmin
x
‖Tax − y δ‖2 + α‖Lx‖2 .

Enjeu : Trouver un opérateur D qui caractérise une échelle de
Hilbert (Xp)p∈R tel que L = Dp. Plus p est grand, plus l’a priori de
régularité est grand.

De plus Ta est un opérateur d’ordre a dans (Xp)p∈R, i.e.,

‖Tax‖2 ∼ ‖x‖2
p=−a .
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État de l’art

Gorenflo et al. et Ang et al. ont réalisé ce travail pour a ≤ 1 et
p < 1.

Mais,

l’échelle (Xp)p∈R ne convient plus pour a ≥ 1 ,

pour a < 1 et p > 1 il n’est démontré qu’une inclusion,

l’implémentation numérique n’est pas réalisée.
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Construction

Soit r ∈ N, on définit l’opérateur auto-adjoint{
Br = (−∆)r

D(Br ) = {x ∈ H2r , + C .L.} . (1)

Definition : Echelle de Hilbert

Pour r ∈ N∗,
Dr = B

1/2r
r ,

on définit l’échelle de Hilbert (Xr ,p)p∈R induite par (Dr ,D(Dr )),
associé à la norme

‖Dp
r x‖ =: ‖x‖r ,p .
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Lien avec l’opérateur

Pour r ∈ N∗, k = 1, on définit

Srx =

∫ t

0
(t − s)r−1x(s)ds .

Lemme

S∗r Sr = (r − 1)!2(Br )−1 .

‖Srx‖ ∼ ‖B−1/2
r x‖ = ‖x‖r ,p=−r .
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Caractérisation

Pour r = 2,

Xr=2,p=4 = D(B2)

= {x ∈ H4, x(1) = 0, x ′(1) = 0, x ′′(0) = 0, x ′′′(0) = 0}

Comment définir X2,p pour p 6= 4 ?

On peut facilement connaitre Xr=2,p=4m = D(Bm
2 ).

On va devoir interpoler entre ces espaces.
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Caractérisation

Proposition

Pour r ∈ N∗, p ≥ 0, on définit

X̃r ,p := {x ∈ Hp, + Conditions aux limites } ,

avec la norme
‖ · ‖

X̃r,p
= | · |Hp .

Pour tout p ≥ 0,et p /∈ N + 1/2,

X̃r ,p = Xr ,p .
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Caractérisation : preuve

preuve

Étape 1 La proposition est vraie pour les multiples de p = 2rm.

Étape 2 On utilise des résultats d’interpolation d’espaces de
Hilbert avec conditions aux limites de Guidetti, 1991.

X2rm

X̃2rm

Xr ,p

[L2, X̃r ,2rm]θp

L2

L2
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Première approche

On note pour a ∈ R, k = 1,

Sax(t) =

∫ t

0
(t − s)a−1x(s)ds .

On factorise Ta par Sa à droite,

∀x ∈ L2, Tax(t) = k(t, t)(I − Ra)Sax(t) ,

et Ra est un opérateur à noyau.
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Première approche

Théorème

Pour a > 0,

• c−1
k ≤ |k(t, t)| ≤ ck for ck > 0 ,

• I − Ra est borné, inversible d’inverse borné ,

alors Ta est injective et pour r ≥ a,

∀x ∈ L2, c−1‖x‖r ,−a ≤ ‖Tax‖L2 ≤ c‖x‖r ,−a .
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Première approche

preuve

Étape 1: Pour k = 1,

S1 = S , Sa ∼ Sa .

S est un opérateur m-accretif, pour θ < 1,

‖Srx‖ ∼ ‖D−rr x‖ =⇒ ‖Sax‖ ∼ ‖D−ar x‖ = ‖x‖r ,p=−a .

Étape 2:

‖(I − Ra)−1‖−1‖Sax‖ ≤ ‖Tax‖ ≤ ‖I − Ra‖‖Sax‖ .
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Seconde approche

On rappelle pour a ∈ R,

Sax(t) =

∫ t

0
(t − s)a−1x(s)ds .

On décompose en un terme d’ordre a et un terme d’ordre a + γ,
∀x ∈ L2 ,

Tax(t) = k(t, t)

∫ t

0
(t − s)a−1x(s)ds

+

∫ t

0
(t − s)a−1 (k(t, s)− k(t, t)) x(s)ds

= k(t, t)Sa + Ra,γSa+γ .
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Seconde approche

Théorème

Pour a > 0, a /∈ N. Si Ta est injective, et Ra,γ satisfait

‖Ra,γ‖ < +∞ ,

alors
∀x ∈ L2, c−1‖x‖r ,−a ≤ ‖Tax‖L2 ≤ c‖x‖r ,−a .
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Seconde approche

preuve

On utilise le Lemme de Peetre.

Pour X et Y deux espaces de Banach, T borné injectif de Y dans
X , et R compact de Y dans X . alors

∀x ∈ Y , ‖x‖Y ≤ C (‖Tx‖X + ‖Rx‖X ) .

entraine
∀x ∈ Y , ‖x‖Y ≤ C‖Tx‖X .
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Théorème de Natterer

Corollaire

Pour x ∈ Xr ,q ⊂ Hq(0, 1),

p ≥ q − a

2
,

alors la solution

xδ,α(δ),p = argmin
x
‖Tax − y δ‖2 + α‖x‖2

p ,

satisfait
‖xδ,α(δ),p − x‖ ≤ c δ

q
q+a .
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Discrétisation

xδ,α,p = argmin
x
‖Tax − y δ‖2 + α‖x‖2

p ,

Discrétisation de Ta : méthode des trapèzes ;

Discrétisation de D : pour a fixé et a ≤ r , on calcule Br par
différences finies avec les CL.

Minimisation : méthode de gradient conjugé.
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Taux de convergence
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Taux de convergence

a priori x ∈ Hq ,

régularisation +|Dp
r x |,

alors

p ≥ q − a

2
=⇒ pente = q/(q + a) .
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Effet de saturation
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s = 0.45 Pour a = 1, lorsque la fonction x

appartient à Xr=1,q=3/2, la pente
de convergence sature pour p ≥ 1.
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Matrice de dérivation
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Pour a = 3/2, lorsque la fonction
x appartient à Xr=1,q=3/2, la re-
construction est meilleure pour la
matrice de dérivation B2 que B1.
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Numérique : conclusion

Trois résultats numériques :

le taux de convergence de l’erreur en fonction du bruit ;

effet de saturation, inutile de dériver au-delà d’un certain
ordre p ;

le choix de la matrice de derivation est importante.
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Merci pour votre attention.
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