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Objectif et motivation

Résoudre les équations de Maxwell harmoniques en présence d’une
inclusion

où la permittivité diélectrique est négative,

avec une pointe conique.

rot rotE − ω2ε(x)E = iωJ

Difficultés

Les résultats classiques ne s’appliquent pas,
l’effet de pointe est amplifié.

Motivation : plasmonique
(nanoparticules d’or à coins)

ε < 0

ε > 0
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Rappels des résultats en 2D scalaire

u ∈ H1
0 (Ω) tel que

−div (ε∇u) = f

où f ∈ L2(Ω)

ε = ε+

ε = ε−

α

ε =

∣∣∣∣∣ ε+ > 0 dans Ω+

ε− < 0 dans Ω−

κ =
ε+

ε−
< 0

Le propriétés du problème dépendent de l’angle α et du contraste κ.
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Rappels des résultats en 2D scalaire

u ∈ H1
0 (Ω) tel que

−div (ε∇u) = f

où f ∈ L2(Ω)
ε = ε+

ε = ε−

α
κ =

ε+

ε−
< 0

Si κ /∈ Ic(α) =
[
α−2π

α , α
α−2π

]
(pour α = π/2, Ic(α) = [−3,−1/3])

le problème est bien posé (opérateur Fredholm d’indice 0).

Outil : T-coercivité.
On construit un isomorphisme T ∈ L(H1

0 (Ω)) tel que
a(u,Tv) =

�
Ω ε∇u · ∇(Tv) est ”coercive+compacte”.

Si κ ∈ Ic(α) le problème n’est pas Fredholm !

2012 : Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Ciarlet Jr
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Rappels des résultats en 2D scalaire (suite)

Si κ ∈
]
α−2π

α ,−1
[
∪
]
−1, α

α−2π

[
il existe des singularités propagatives :

∣∣∣∣∣ s±(r , θ) = r±iηφ(θ) η ∈ R, η ̸= 0

div (ε∇s±) = 0

s± ∈ L2 mais s± /∈ H1 .

L’énergie s’accumule au coin.

Le coin joue le rôle de l’infini dans les problèmes de scattering : il faut
sélectionner l’onde sortante. On parle d’une onde de trou noir.
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Si κ ∈
]
α−2π

α ,−1
[
∪
]
−1, α

α−2π

[
il existe des singularités propagatives :

∣∣∣∣∣ s±(r , θ) = r±iηφ(θ) η ∈ R, η ̸= 0

div (ε∇s±) = 0

s± ∈ L2 mais s± /∈ H1 .

Il faut introduire un nouveau cadre fonctionnel : le problème est bien
posé (Fredholm) dans

V+ = Ṽ ⊕ Vect{s+} s+ = χs+

où s+ se propage ”vers” le coin, χ est une fonction de troncature qui
vaut 1 proche du coin et Ṽ ⊂ H1

0 (Ω) est un espace à poids (Kondratiev).
2013 : Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Claeys
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Rappels des résultats en 2D scalaire (fin)

Le problème est bien posé (Fredholm) dans V+ = Ṽ ⊕ Vect{s+}, où

Ṽ ⊂ H1
0 (Ω) mais V+ ̸⊂ H1

0 (Ω), car s
+ ∈ L2(Ω) mais ∇s+ /∈ L2(Ω).

L’espace Ṽ contient des fonctions moins singulières que s± de sorte que

∀ũ ∈ Ṽ , ∇ũ · ∇s± ∈ L1(Ω).

Cela permet de donner un sens à la formulation variationnelle :

Trouver u ∈ V+ tel que

 
Ω
ε∇u ·∇v =

�
Ω
f v , ∀v ∈ V+

où l’on a posé pour u = ũ + cus
+, v = ṽ + cv s

+ ∈ V+ : 
Ω
ε∇u · ∇v :=

�
Ω
ε
[
∇ũ · ∇ṽ + cu∇s+ · ∇ṽ + cv∇ũ · ∇s+

]
−cucv

�
Ω
div (ε∇s+)s+ terme non hermitien !
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Et en 3D scalaire ? (singularité conique)

Les singularités propagatives sont de la forme

s±(r , θ, ψ) = r±iη− 1
2φ(θ, ψ) η ∈ R, η ̸= 0

(→ +∞ quand r → 0 )

Elles existent ssi κ ∈]− 1,−aα[ (mais pas sous -1 !)

α

avec aα =
2F1(1/2, 1/2, 1, cos

2(α/2)) 2F1(3/2, 3/2, 2, sin
2(α/2))

2F1(1/2, 1/2, 1, sin
2(α/2)) 2F1(3/2, 3/2, 2, cos2(α/2))

où 2F1 désigne la fonction Gaussienne hypergéometrique.
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Et en 3D scalaire ? (singularité conique)

Les singularités propagatives sont de la forme

s±(r , θ, ψ) = r±iη− 1
2φ(θ, ψ) η ∈ R, η ̸= 0

Elles existent ssi κ ∈]−1,−aα[ (mais pas sous -1 !)

α

En 2D, il existait une seule singularité s±, en 3D il en existe N ≥ 1 :

s±1 = χs±1 , s
±
2 = χs±2 · · · s±N = χs±N

avec N = N(κ, α) → ∞ si κ→ −1 ou α→ 0.
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Et en 3D scalaire ? (singularité conique)

Les singularités propagatives sont de la forme

s±(r , θ, ψ) = r±iη− 1
2φ(θ, ψ) η ∈ R, η ̸= 0

Elles existent ssi κ ∈]−1,−aα[ (mais pas sous -1 !)

α

En 2D, il existait une seule singularité s±, en 3D il en existe N ≥ 1 :

s±1 , s
±
2 · · · s±N

Le problème

Trouver u ∈ V tel que − div (ε∇u) = f

est bien posé dans

V = H1
0 (Ω) si κ /∈ [−1,−aα],

V = Ṽ ⊕ Vect{s+1 , s
+
2 · · · s+N }, si κ ∈]− 1,−aα[ .
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Le cas des équations de Maxwell (3D)

∣∣∣∣∣ rot rotE − ω2ε(x)E = iωJ (Ω)

E × ν = 0 (∂Ω) (div J = 0)

⇕∣∣∣∣∣∣
Trouver E ∈ X tel que ∀F ∈ X�
Ω
rotE · rotF dx − ω2

�
Ω
εE · F dx = iω

�
Ω
J · F dx .

Il faut choisir X pour :

Assurer l’équivalence.

Avoir un problème variationnel de type Fredholm.
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Le cas des équations de Maxwell (3D)

∣∣∣∣∣ rot rotE − ω2ε(x)E = iωJ (Ω)

E × ν = 0 (∂Ω) (div J = 0)

⇕∣∣∣∣∣∣
Trouver E ∈ X tel que ∀F ∈ X�
Ω
rotE · rotF dx − ω2

�
Ω
εE · F dx = iω

�
Ω
J · F dx .

La démarche classique pour ε > 0 :

La formulation naturelle est posée dans X = HN(rot)(Ω).

On montre que l’équivalence est aussi vraie pour

X = XN(ε) := {E ∈ HN(rot)(Ω), div (εE ) = 0}

et que l’injection XN(ε) ⊂ L2(Ω) est compacte.
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Equations de Maxwell - cas non critique

2014 : Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Ciarlet Jr∣∣∣∣∣∣
Trouver E ∈ X tel que ∀F ∈ X�
Ω
rotE · rotF dx − ω2

�
Ω
εE · F dx = iω

�
Ω
J · F dx .

Théorème

Si κ /∈ [−1,−aα] et si le problème scalaire a une solution unique :

1 Les problèmes dans XN(ε) est équivalent au problème de départ.

2 L’injection XN(ε) ⊂ L2(Ω) est compacte.

Donc le problème de Maxwell est Fredholm.

Idée principale de la preuve de l’équivalence :

∀F ∈ HN(rot)(Ω), il existe φ ∈ H1
0 (Ω) tel que −div (ε∇φ) = div (εF )

donc F̃ = F +∇φ ∈ XN(ε).
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Equations de Maxwell - cas critique

Dans le cas critique (κ ∈]− 1,−aα[), la preuve précédente ne marche
plus. Il faut changer de cadre fonctionnel.

Un nouvel espace pour le champ électrique

X+
N(ε) = {E = Ẽ + c1∇s+1 + · · ·+ cN∇s+N , cj ∈ C, Ẽ ∈ Ṽ ,

rotE ∈ L2(Ω), div (εE ) = 0 dans Ω,E × ν = 0 sur ∂Ω}

où Ṽ ⊂ L2(Ω) est tel que ∀Ẽ ∈ Ṽ , ∀j = 1, · · ·N, Ẽ · ∇s±j ∈ L1(Ω).

On remarque que X+
N(ε) ̸⊂ L2(Ω) ! La solution n’est pas d’énergie finie.

Résultat important[�
Ω | rotE |2

]1/2
est une norme sur X+

N(ε)
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Equations de Maxwell - cas critique

Dans le cas critique (κ ∈]− 1,−aα[), la preuve précédente ne marche
plus. Il faut changer de cadre fonctionnel.

Un nouvel espace pour le champ électrique

X+
N(ε) = {E = Ẽ + c1∇s+1 + · · ·+ cN∇s+N , cj ∈ C, Ẽ ∈ Ṽ ,

rotE ∈ L2(Ω), div (εE ) = 0 dans Ω,E × ν = 0 sur ∂Ω}

où Ṽ ⊂ L2(Ω) est tel que ∀Ẽ ∈ Ṽ , ∀j = 1, · · ·N, Ẽ · ∇s±j ∈ L1(Ω).

Le problème variationnel∣∣∣∣∣∣
Trouver E ∈ X+

N(ε) tel que ∀F ∈ X+
N(ε)�

Ω
rotE · rotF dx − ω2

 
Ω
εE · F dx = iω

�
Ω
J · F dx .
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Equations de Maxwell - cas critique (suite)

Le problème variationnel∣∣∣∣∣∣
Trouver E ∈ X+

N(ε) tel que ∀F ∈ X+
N(ε)�

Ω
rotE · rotF dx − ω2

 
Ω
εE · F dx = iω

�
Ω
J · F dx .

Théorème

1 L’équivalence avec les équations fortes est assurée.

2 L’injection X+
N(ε) ⊂ L2(Ω) est compacte.

3 Donc le problème est Fredholm.

(hal-02969739) Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Rihani

Remarque

On a XN(ε) ⊂ X+
N(ε) donc le problème dans le cadre classique est aussi

Fredholm, mais c’est l’équivalence qui n’est pas vraie.
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Conclusion et perspectives

1 Nous justifions la sélection des s+j par absorption limite.

2 Si µ change également de signe, sans être ”critique”, on combine les
idées précédentes et la T-coercivité :∣∣∣∣∣∣

Trouver E ∈ X+
N(ε) tel que ∀F ∈ X+

N(ε)�
Ω

1

µ
rotE · rotF dx − ω2

 
Ω
εE · F dx = iω

�
Ω
J · F dx .

3 Nos résultats s’appliquent à un coin avec arêtes (coin d’un cube)
sous condition sur κ .

4 Le cas de la formulation en champ magnétique est plus difficile
(H ∈ L2 mais rotH /∈ L2), et permet la généralisation au cas où ε
et µ sont critiques.

5 Sur le plan numérique, si on discrétise Ṽ par éléments d’arête, la
difficulté vient des termes �

Ω
ε(x)Ẽ · ∇s+j
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sous condition sur κ .

4 Le cas de la formulation en champ magnétique est plus difficile
(H ∈ L2 mais rotH /∈ L2), et permet la généralisation au cas où ε
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1 Nous justifions la sélection des s+j par absorption limite.
2 Si µ change également de signe, sans être ”critique”, on combine les
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Merci pour votre attention !
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