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OBJECTIF ET MOTIVATION
Résoudre les équations de Maxwell harmoniques en présence d'une

inclusion
@ ou la permittivité diélectrique est négative,

@ avec une pointe conique.

rotrot E — w?c(x)E = iwJ

DIFFICULTES

Les résultats classiques ne s'appliquent pas,
I'effet de pointe est amplifié.

Motivation : plasmonique
(nanoparticules d'or a coins)
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AU PROGRAMME...

@ LE cAs 2D SCALAIRE - RAPPELS

© LE cAs 3D SCALAIRE

© LE cAs 3D VECTORIEL

@ CONCLUSION ET PERSPECTIVES
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RAPPELS DES RESULTATS EN 2D SCALAIRE

et >0 dans

u € H}(Q) tel que Tl <0 dans
—div(eVu) =f

ot
ol f € 13(Q) r=_—-<0

£

Le propriétés du probleme dépendent de I'angle « et du contraste k.

Q-‘r
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RAPPELS DES RESULTATS EN 2D SCALAIRE

u € H}(Q) tel que
—div(eVu) =f
ol f € L2(Q)

o Sindl(a)= [Hﬂ a ] (pour o = 1/2, I.(a) = [-3,1/3])

a ) a-2w

le probleme est bien posé (opérateur Fredholm d'indice 0).

Outil : T-coercivité.
On construit un isomorphisme T € L(HZ(Q)) tel que
a(u, Tv) = [qeVu - V(Tv) est "coercivetcompacte”.

e Si k € I.(«) le probléme n'est pas Fredholm !

2012 : Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Ciarlet Jr
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RAPPELS DES RESULTATS EN 2D SCALAIRE (SUITE)

Si ke ] b= 2”, -1 [ U} 1, a—z[ il existe des singularités propagatives :

real_part_of §
-1.0e400 [ 1.0e+00

sT(r,0) = rfp(@) neR,n#0
div (eVst) =0

sT € L2 mais .

L'énergie s'accumule au coin.

Le coin joue le réle de I'infini dans les problemes de scattering : il faut
sélectionner I'onde sortante. On parle d'une onde de trou noir.
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RAPPELS DES RESULTATS EN 2D SCALAIRE (SUITE)

Sik e } a=2m —1[U } -1, ﬁ[ il existe des singularités propagatives :

real_part_of_§
-1.0e+00 [ 1.0e+00

) ——
sT(r,0) = r*Mp(0) neR,n#0 P g

div (eVs) =0

st € L2 mais .

Il faut introduire un nouveau cadre fonctionnel : le probléeme est bien
posé (Fredholm) dans

Vt = V@ Vect{st} st =ys"

ol 5T se propage "vers” le coin, x est une fonction de troncature qui
vaut 1 proche du coin et V C H3 () est un espace a poids (Kondratiev).
2013 : Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Claeys
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RAPPELS DES RESULTATS EN 2D SCALAIRE (FIN)
Le probleme est bien posé (Fredholm) dans V* = V & Vect{s"}, o
V C H(RQ) mais VT ¢ HL(Q), car st € [2(Q) mais Vst ¢ L2(Q).
L'espace V contient des fonctions moins singulieres que s* de sorte que
VieV, Vi Vst el(Q).

Cela permet de donner un sens a la formulation variationnelle :

Trouver u € VT tel que ][

6Vu-Vv:/fv, Yve Vvt
Q Q

ol I'on a posé pour u=ii+c,sT,v=V+cst € Vt:
][ eVu-Vv = / £ [va-WJr Vst -VV+ ¢, Vii- Vst
Q Q
—c, 6 | div(eVsT)sT terme non hermitien!
Q
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ET EN 3D SCALAIRE 7 (SINGULARITE CONIQUE)

Les singularités propagatives sont de la forme

5E(r,0,0) = rF173p(0,0) nER,N£0O

(— +ooquand r — 0)

Elles existent ssi x €] — 1, —a,[ (mais pas sous -1!)

vee 4. = 2F1(1/2, 1/2,1, cos?(/2)) 2F1(3/2,3/2, 2, sin%(/2))
“ T oF1(1/2,1/2,1,sin%(a/2)) 2F1(3/2,3/2, 2, cos?(a/2))

ol F; désigne la fonction Gaussienne hypergéometrique.
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ET EN 3D SCALAIRE 7 (SINGULARITE CONIQUE)

Les singularités propagatives sont de la forme

5 (r,0,0) = 1 2p(0,0) nER,N£O

Elles existent ssi k €] —1, —a,[ (mais pas sous -1!)

En 2D, il existait une seule singularité sT en 3D il en existe N > 1 :

+ + + + +
51 = X51:% —X52‘ Sy T XSy

avec N = N(k,a) = oo si k - —1 ou av — 0.
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ET EN 3D SCALAIRE 7 (SINGULARITE CONIQUE)

Les singularités propagatives sont de la forme

5E(r,0,0) = 17 2p(0,0) nER,N£0O

Elles existent ssi k €] —1, —a,[ (mais pas sous -11)

En 2D, il existait une seule singularité s en 3D il en existe N > 1 :

+ £ +
51’52 SN
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ET EN 3D SCALAIRE 7 (SINGULARITE CONIQUE)

Les singularités propagatives sont de la forme

5E(r,0,0) = 17 2p(0,0) nER,N£0O

Elles existent ssi k €] —1, —a,[ (mais pas sous -11)

En 2D, il existait une seule singularité st en 3D il en existe N > 1 :

+ ...t
S19% SN

Le probleme

Trouver u € V tel que —div(eVu) =f

est bien posé dans
o V=H}Q)si~k¢[-1 —al
°o V= V@Vect{sf,s;“--sfg}, sik€]—1,—a,] -
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LE CAS DES EQUATIONS DE MAXWELL (3D)

rotrot E — w?s(x)E = iwd (Q)
Exv=0 (9Q) (divd=0)

0

Trouver E € X tel que VF € X

/rotE-rothx—wZ/gE-FdX:,'w/J.Fdx‘
Q Q Q

Il faut choisir X pour :
@ Assurer |'équivalence.

@ Avoir un probleme variationnel de type Fredholm.
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LE CAS DES EQUATIONS DE MAXWELL (3D)
rotrot E — w?s(x)E = iwd (Q)
Exv=0 (0Q) (divd=0)

0

Trouver E € X tel que VF € X
/rotE-rothxwz/eE.FdX:,'w/J.FdX_
Q Q Q

La démarche classique pour € > 0 :

e La formulation naturelle est posée dans X = Hy(rot)(%2).
@ On montre que |'équivalence est aussi vraie pour

X = Xp(e) := {E € Hy(rot)(Q), div (cE) = 0}

et que I'injection Xp(¢) € L2(Q) est compacte.
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EQUATIONS DE MAXWELL - CAS NON CRITIQUE

2014 : Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Ciarlet Jr

Trouver E € X tel que VF € X

/rotE-rothx—w2/eE-Fdx:iw/J«Fdx.
Q Q Q

THEOREME

Si k ¢ [—1,—a,] et si le probléme scalaire a une solution unique :
@ Les problemes dans Xy (e) est équivalent au probleme de départ.
@ L'injection Xy(e) € L?(Q) est compacte.

Donc le probleme de Maxwell est Fredholm.

Idée principale de la preuve de I'équivalence :
VF € Hy(rot)(Q), il existe ¢ € H}(Q) tel que —div (V) = div (cF)
donc F = F + Vi € Xp(e).
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EQUATIONS DE MAXWELL - CAS CRITIQUE

Dans le cas critique (k €] — 1, —a,[), la preuve précédente ne marche
plus. Il faut changer de cadre fonctionnel.

UN NOUVEL ESPACE POUR LE CHAMP ELECTRIQUE

Xi(e)={E= E“rC]_VSf"‘"“i‘CNVSRI_,CJ‘ €eC,EcV,
rot E € L?(Q),div(¢E) = 0 dans Q, E x v = 0 sur 9Q}

ol V C L(Q) est tel que VE € V,Vj =1,---N,E - VsjjE € L1(Q).

On remarque que | X} (e) ¢ L?(Q2) |! La solution n'est pas d'énergie finie.

RESULTAT IMPORTANT

[Jq [ rot E|2]1/2 est une norme sur Xy ()
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EQUATIONS DE MAXWELL - CAS CRITIQUE

Dans le cas critique (k €] — 1, —a,[), la preuve précédente ne marche
plus. Il faut changer de cadre fonctionnel.

UN NOUVEL ESPACE POUR LE CHAMP ]*f)LECTRIQUE

Xi(e)={E = E+C1st+'~'+CNVsﬁ,cj- €eC,EcV,
rot E € L?(Q),div(cE) = 0 dans Q, E x v = 0 sur 9Q}

ou V C L2(Q) est tel que VE € \7,Vj =1,---N, E. VsjjE € L1(Q).

LE PROBLEME VARIATIONNEL

Trouver E € X}, (¢) tel que VF € X} (¢)

rotE~rothx—w2][ eE - Fdx = iw/ J - F dx.
Q Q Q
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EQUATIONS DE MAXWELL - CAS CRITIQUE (SUITE)

LE PROBLEME VARIATIONNEL

Trouver E € X},(¢) tel que VF € Xy (¢)
/ rotE~rothx—w2][ cE-Fdx = iw/ J - F dx.
Q Q Q

THEOREME

@ L’'équivalence avec les équations fortes est assurée.
@ L'injection X} (¢) C L?(Q) est compacte.
© Donc le probleme est Fredholm.

(hal-02969739) Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Rihani

REMARQUE

On a Xy(g) C Xj,(¢) donc le probleme dans le cadre classique est aussi
Fredholm, mais c'est I'équivalence qui n'est pas vraie.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

@ Nous justifions la sélection des sj+ par absorption limite.
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@ Nous justifions la sélection des sj+ par absorption limite.
@ Si ;1 change également de signe, sans étre " critique”, on combine les
idées précédentes et la T-coercivité :

Trouver E € X},(¢) tel que VF € X (¢)

1 _ - _
/rotE-rothx—w2][sE~Fdx:iw/J-Fdx.
QM Q Q
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@ Si ;1 change également de signe, sans étre " critique”, on combine les
idées précédentes et la T-coercivité :

Trouver E € X},(¢) tel que VF € X (¢)

/ 1rotE~rothx—w2][ eE - F dx = iw/ J - Fdx.

QK Q Q

@ Nos résultats s'appliquent a un coin avec arétes (coin d'un cube)
sous condition sur & .

@ Le cas de la formulation en champ magnétique est plus difficile
(H € L? mais rot H ¢ L?), et permet la généralisation au cas ol ¢
et 1 sont critiques. B

@ Sur le plan numérique, si on discrétise V par éléments d'aréte, la
difficulté vient des termes

12/13



Merci pour votre attention !
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