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Motivation

Contexte : Approximation par méthode champ de phase du flot de
courbure moyenne de surface

Question : Peut-on éviter les changements topologiques
indésirables de la surface lors de son évolution ?

t=0.00024414 t=0.01123 t=0.017822
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Evolution d'une haltére par flot de courbure moyenne : séparation
en deux composantes en temps fini.



Rappel

Considérons I'énergie de Cahn-Hilliard qui est I'approximation par
champ de phase du périmetre:

ol G(s) = 35%(1—s)%
Son flot gradient L2 est I'équation d’Allen-Cahn:

1
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Flot par courbure moyenne avec un terme de forcage

@ Considérons I'équation d'Allen-Cahn equation avec un terme
supplémentaire:

SCRIE

Orf = Auf —

o (Qi-Zheng'18) La vitesse frontale de I'interface est:

Vf-n
V=H+_————.
2(1+1)
@ Peut-on construire un f imposant une distance ¢ entre
I'interface et son squelette afin d’empécher le changement de
topologie?
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Choix de f

Prenons le champ de normales n = |¥Z|.

o f = det(Vn) charge-t-il les singularités en toute dimension ?
(cf. L'approximation par champ de phase de |'énergie de
Willmore)

Non: Bien que pour tout n € WLN=HRN SN=1) '|e jacobien
distributionnel s'écrit comme une somme pondérée de masses
de Dirac [Brézis-Coron-Lieb]

m
Jn" =det(Vn)" =ay Y didy,.
i=1
Dans notre cas, n n'est souvent qu'une fonction BV.

@ Peut-on concevoir un terme plus robuste qui charge les
ensembles singuliers de n € BV?



Squelette: Exemples

Quelques configurations...

Squelette = I'ensemble singulier de la fonction distance signée, i.e.
I'endroit ou elle n’est pas différentiable.
et le support de leurs squelettes
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Caractérisation du squelette d'un ensemble E avec un
terme de saut

@ Un champ de normal associé a la fonction distance signée
dist(-, E) est
n = Vdist(-, E)

e n vérifie ||n||2 =1, donc on a
Viinll* = 2(Vn n) =0,

si n est régulier.

@ On définit le terme de saut Sn’:

Sn® = (n°, (VT n%)n%) = Z n? (0;n7)n7
1<ij<N
ol n° = k% % n avec k% = Ui,\,k (%) I'approximation de I'unité.

Que dire de lim,_,g Sn°?



Comportement du terme de saut régularisé

SBV =espace des fonctions a variation bornée dont la cantorienne
est nulle (e.g., les 1g avec E de périmétre fini)

Theoréme (Bretin-H.-Masnou)

Soit n € SBV(RN SN=1) tel que son ensemble de discontinuité ¥
est C1 et orienté par un vecteur unitaire v. Alors, lorsque o — 0,

Sne = 1—12][n]]2<[n],1/) MUY dans DI(Q), (1)

ou [n] est le saut de n.




[llustrations de Sn?
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Figure: Approximation numérique de Sii° avec o = 0.005, 0.01 et 0.02.




Figure: Approximation numérique de Sii? en 3D




Conjecture

L'analyse asymptotique de diverses configurations conduit a la
conjecture suivante:

o ~Y
S5n% ~ GOHp: —I—(ral’r’-[‘z +5’a ’HZN , T
— i N-1-j
~ J oy J
=~ Z%O— &J%‘ZNflfj
J:

ot
@ o; sont les fonctions (signées) de densité;
@ 3 ; sont de dimension j;

@ I'ensemble de discontinuité de n vérifie X(n) = UZJ-.
Jj



Equation d’'Allen-Cahn avec une pénalisation topologique

@ Considérons I'équation d'Allen-Cahn avec terme de saut
régularisé:
G'(u)

Ot = Auf — 572(1 + ffs),

ou —_—
£7 = c(k% % |Sn%|), et nl =k —

u us — * |VUE|.

@ Schéma numérique: on utilise une approche quasi-statique.
On définit u"* = v(-,dt) avec v solution de

{8tv = Av— (14 £7)

g2 u
v(-,0) =u"



Simulations numériques: |'Haltere

Sans le terme de saut :

t=0.00024414 t=0.01123 t=0.017822
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Avec le terme de saut :

€= 0.00024414



Simulations numériques: Un cercle

Analyse numérique:

Analyse formelle de la vitesse frontale:
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Simulations numériques: évolution de filaments

Cas d’un filament simple:

= 000024414 t=o0220m1 t=0.43019 t

(Vidéo: Evolution d'un filament #1]

Cas de deux filaments connexes:

= 0.00024414 t=0.s019 = 0.88013 = 19802
° i o Sos 0 o0 © 05708

( Vidéo: Evolution d'un filament #2 )




(Vidéo: Evolution d'un filament (avec contrainte renforcée)#3]




Probléme de Steiner

Pour une collection de points xp, - - - , xy donnés, trouver un
ensemble connexe et compact K contenant tous les points x; et
ayant une longeur minimale.




Application au probleme de Steiner 3D

Soit K, = K ® UY., B(x;, ) I'épaississement de K de taille o.

@ La longeur de K est approchée par le périmetre de K, :
Per(K,) ~ 2noH(K).

@ La condition ou K contient tous les x; est remplacée par la
contrainte d'inclusion

UM, B(xi,0) C K,
@ Considérons le probléme d’optimisation:

min {Per(Kg), K, connexe, épaisseur o, et UM, B(xj,0) C Ko}.



Application au probleme de Steiner 3D

e On utilise le flot de courbure moyenne par champ de phase avec
le terme d'auto-évitant.

e On définit

3

ist(x, UMV Xit)—o
ue (X):q<d t( 7U1_1{ }) )7

ol g est le profil optimal classique.
La contrainte d'inclusion de tous les x; s'obtient en imposant
I'inégalité suivant :

uy, <u

(= ULB(xi,0) C {x|u:(x) = 1/2})



Simulations numériques
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[Vidéo: Steiner sur cubej

[Vidéo: Steiner 50 points]




Film de savon: Probléme de Plateau




Application au probleme de Plateau

@ On considére le voisinage tubulaire du bord T
Mo := {x,dist(x,IN) <o},

@ Avec un terme de pénalisation de volume supplémentaire.

= 0.00020418 = 013208 = 026016 = 059420

o Considérons le probléeme de minimisation:

min {Per(EC,) + EVoI(EU), E, connexe, épaisseur o, et I, C EC,} .
g



Cas de surfaces non-orientées et jonction triple




Surfaces minimales

[Vidéo: Solution de Plateau approchée #1]

(Vidéo: Solution de Plateau approchée #2]

Un résultat hybride: [ Vidéo: Disque + trois points...)




Conclusion

Nous avons introduit un terme de réaction qui force
(asymptotiquement) la conservation topologique pour
I'approximation champ de phase du flot de courbure moyenne en
dimensions et codimensions variées.

Ce terme de réaction est introduit dans le contexte de
I"approximation champ de phase, mais peut étre étendu aux:
@ Méthodes Level set avec la fonction distance signée;

o Méthodes récentes de représentation de nuages de points
basées sur un réseau de neurones qui apprend la fonction
distance signée, voir e.g. DeepSDF (Park et al'19).

Merci de votre attention!
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